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МАТЕМАТИКА
MATHEMATICS

UDC 004.051

L. Giorgadze1, D. Alibiev1, G.De Chirico2, A.Sh. Kazhikenova1

1Ye.A. Buketov Karaganda State University, Kazakhstan;
2Alpegagroup, Belgium

(E-mail: silverluka@mail.ru)

Minimization of product defects by the means of implementing
correct test pyramid in the software development process

Article attempts to present one of the solutions towards the problem of flawed and delayed product
development. The history behind current most popular product development methodology (waterfall metho-
dology) is traced, as well the problems that this methodology presents such as calendar risks or high
employee turnover rate. The methodology that was created to solve those issues is gaining a lot of popularity
now, because it offers much more agile way of delivering a software product by splitting the whole develop-
ment process into manageable iterations. Customer can change the requirements and adapt the product
to the market changes from iteration to iteration. However, this new methodology (agile methodology)
presents some serious problems as well. This article concentrates tackles the main issue – insurance of the
product quality with each iteration. The solution that is presented by the article revolves around creating
and maintaining a correct test pyramid, with the specific description of all the layers of the pyramid. A small
study was conducted on a sample project, where it was calculated, that test pyramid allowed to decrease
the amount of defects by 25 %.

Keywords: software development, agile methodology, test pyramid, waterfall methodology, unit tests, integration
tests, system tests, acceptance tests.

Every customer is interested in a development process that would require least investment. This interest
has initially caused an emergence of the waterfall model [1], which sets a complete set of requirements and
deadlines, in a span of several consecutive stages:

– Analysis and determination of the product requirements, which results in the creation of the product
specification (also known as planning phase);

– Design of the product;
– Development of the product;
– Product testing;
– Fixing of defects that were found during the testing phase;
– Installation;
– Support.
Having dedicated phases yields manybenefits theoretically – every phase has specific time frame, therefore

it should be easy to manage and calculate necessary resources. However, this methodology introduces quite a
few risks [2]. It is generally agreed that there are five main risks:

Calendar risks, or planning mistakes
It is very hard to give precise time and resource estimations for the process of software development, because

many factors have to be accounted for: time spent on learning the technology stack, sick leaves, staff turnover
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rate, the stability of all machines, etc. Besides this, sales managers can try to lure the customer by initially
providing an overly optimistic time and resource estimations, or they could provide an erroneous estimations
due to lack of knowledge in a specific field.

Changes in the product requirements after the planning phase
Often times, the customer changes his opinion on how the product should look like, which results in changes

to the requirements. Usually, the bigger the product, the more changes will be done to the requirements after
the planning phase was concluded. This leads to two options:

a) Include some time and resources for potential requirements changes in the initial estimations. However,
how much time should be allocated for changes that are not known at the planning phase?

b) Prohibit making any changes to the requirements. However, what if the customer desperately needs some
major modifications due to, for example, recent market changes? Inability to adapt to new needs would leave
the customer dissatisfied.

Employee turnover
There is no guarantee that the initial team composition will persist throughout the whole development

phase – leaves are unavoidable. Leaves of experienced employees, who are familiar with the goals, requirements,
tasks, product architecture, technologies, who have established efficient communication chains with other team
members, will severely affect the development process. Furthermore, such cases would make it necessary to
spend time to find a suitable replacement and introduce that person the product. Figure 1 shows the economic
effects of high employee turnover rate.

Figure 1. Representation of the economic effects of employee substitution

Mistakes/inconsistencies/flaws in the specification
The process of writing a specification is quite long and grueling; therefore, it is extremely difficult to avoid

mistakes. Some flaws of the specification might be identified deep into the development phase, where it is quite
costly to fix them.

Fluctuating productivity
Team productivity and productivity of each individual team member is not a linear, but rather a dynamic

value as it is affected by many factors. These factors could be work related (team atmosphere, relationship
between the customer and the development team), or personal (some special circumstances in the lives of the
team members, their motivation, etc). According to Parkinson law, the development team reaches its top velocity
towards the end of the development phase, while working at about half of its potential during the majority of
the development phase [3]. Therefore, if the estimations were done with the regards to the top velocity of the
team, they will be erroneous. Tom DeMarco and Timothy Lister in ’Waltzing with Bears: Managing Risk on
Software Projects’ provide peculiar statistics: if the initial estimation for a product was 26 months, probability
of meeting that estimation is 4 %. With 75 % probability work will be done in 38 months, and in 15 % of cases
the work will not be completed whatsoever [4].

In order to avoid these risks many projects have started to use the agile methodology, with which the
development process consists out of manifold short cycles that are called iterations. Each iteration is two to four
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weeks long and is a miniature full development process, consisting of all phases, described in the beginning of
the article. Using such an approach provides the following benefits:

1. More precise estimation of the development cost due to planning requirements only for the next iteration,
not for the whole product.

Agile methodology aims to eliminate the cumbersome and archaic product specifications. Instead, the
customer provides a general idea for the desired product and a special human resource is allocated – the
product owner. Product owner is responsible for providing specific requirements for each iteration. Product
owner is a part of the development; he acts as a medium between the customer and the developers. As a result,
the development cycle of an iteration looks the following way:

a) Phase 1 – requirements analysis. During this phase, the needs of the product are analyzed and requirements
are formed. Requirements are stored in a form of an issue in special issue tracking systems, where they are
available to every interested person. Each issue should have an informative description (mini specification)
as well as acceptance criteria – criteria that will allow to unambiguously discern whether or not the issue
was implemented in the project. These issues should be prepared ahead of the iteration by the product
owner;

b) Phase 2 – iteration scope estimation. The iteration is kicked off with a meeting, during which the
created issues are estimated. The whole development team participates in this meeting, and everybody can
make suggestions and ask questions to clarify the requirements. There different ways to estimate the issues,
with man-hour and story point estimations being the most popular ones. After all issues have been estimated,
product owner chooses the scope for the iteration based on the priorities and the estimations. The fact that
the whole team participates in this meeting provides for a more accurate and efficient estimation as different
members of the development team (developers and QA specialists) are able to voice all types of concerns and
risks for all issues;

с) Phase 3 – development and testing. During the iteration, development and testing of the issues are done
concurrently. Test scenarios are being written and agreed upon with the product owner during the development
of the issue, and when the issue is completed, these scenarios are used by QA specialists to verify that the issue
complies with the acceptance criteria;

d) Phase 4 – demonstration session. The iteration is closed with a meeting, during which the completed
issues are demonstrated to the product owner. Product owner can point out things that were missed or suggest
improvements immediately. This immediate feedback provides for a product that fully meet the customer
needs [5].

2. Keeping the product up to date with the customer needs due to frequent planning phases.
As a result of introducing a product owner role, the customer has its own representative in the development

team at all times. This allows better controlling the resources at work and even changing the requirements during
the development phase, when the cost is the lowest. Furthermore, product owner has the complete picture of
the whole development process, the issues that the development team has, various blockers, etc.

3. Agile methodology does not necessarily solve the problem with employee turnover, but it does present
some engineering practices that help reduce the negative affects if such cases do take place.

4. Having the specification/requirements for the product in an issue tracking system.
Giving the development team free access to the whole storage of the existing issues, helps identify issues

/inconsistencies/flaws in the specification much earlier. Having the specification split into smaller pieces (issues),
provides for an easier way to get familiar with the required part of the product, instead of having to go through
the whole specification.

5. Immediate feedback and frequent results.
Having the development process split into many small iterations allows the customer to have a working

version of the product at the end of each iteration with the features that were developed during that iterations.
Customer can use this product, analyze how it fits, possibly provide changes to better suit his needs, etc, but
he does not have to wait for a long period of time to see the result of the work.

Even though the agile methodology solves many problems presented by the waterfall approach, it has
its own risks [6]. The main risk of the agile methodology is assuring the quality of the product – the more
functionality is added with each iteration, the bigger the product gets, the harder it gets to not break existing
features while developing new ones. The process of defects creation in already existing functionality is called
regression. Regression forces the quality assurance team to execute regression testing during each iteration, which
means that they have to make sure that all key existing features were not affected by the features added during
the iteration. Considering the fact that the amount of features grows with each iteration, the amount of regression
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testing required grows progressively and becomes quite an issue for the quality assurance team. To fit both new
feature testing and regression testing into one iteration, the QA team has to descope some issues, or reduce the
intensity of testing.

Fortunately, there are various ways to reduce the amount of manual regression testing done in each iteration
and in turn reduce the amount of resources required to be allocated for regression. There are practices for both
the development and the quality assurance teams. One of the most revered practice is writing and support of
tests by the software development team [7].

Each product flaw or defect is a result of a flaw in the product code (unexpected situation or a regular
mistake by the developer). Code defects are an avoidable part of the development – it is impossible to fully
eliminate them. However, it is possible to minimize such defects and therefore reduce the amount of bugs. To
ensure that the code does not contain mistakes, there is a practice of writing test code that tests the code of the
product. Test code imitates certain scenarios and checks the behavior of the product code in these scenarios.
Each test has the following steps:

– Test data preparation – specific data for the tested scenario is prepared;
– The tested code is executed;
– Results of the code execution are verified;
– Prepared scenario data is deleted.
There are various types of the code tests. Figure 2 depicts the test pyramid [8] which identifies four levels

of code testing and puts them into a structured hierarchy. Each level has a corresponding type of tests that are
targeted at different aspects of the code development process.

Figure 2. Test pyramide

1) Unit level and unit tests. Product code is atomized to single independent and isolated units. Units tests
focus these units separately, testing their behavior in solitude. All interactions between units are mocked –
simulated with the desired result for each particular interaction. This secures the fact, that all units’ logic is not
affected by the outside units. These tests are lightweight because they test only small pieces of the application,
easy to write and support as they are limited to testing only small parts of logic. Due to these factors, it
is possible to cover the majority of the product’s code base with such tests, and run these tests during each
build [9].

2) Integration level and integration tests. While unit tests guarantee that units work in isolation, inte-
gration tests verify how these units interact between one another or with some outside components. For
example, an integration test could verify how data is read and written to a database – in this particular
case we test that product code, responsible for connection and communication with the database performs
its functions well. We cannot conclude whether or not the code works without testing it with a real
database component. Obviously, interaction with an outside database component is quite resource-intensive
compared to the unit tests, therefore the number of these tests is considerably lower than that of the unit
tests.

3) System level and system tests. This level is responsible for testing how all the components work
together in an environment similar to a production environment (without any isolation or simulation
of outside components). Systems tests verify that all the units and outside components work well
together validate the database state during the logic execution, check the correctness of the interactions
between the components. Such tests are quite resource-intensive and take longer amount of time to fully
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run. Similarly, the amount of such tests is lower than that of integration or unit tests, because those tests
cover considerable amount of logic, while system tests make sure that the product works well as a whole
mechanism.

4) Acceptance level and ui tests. While previous three levels focus on how the code of the application
corresponds to the requirements, acceptance level is responsible for verifying the interaction between the
functionality core of the application and the user interface. UI tests imitate user actions using the scenarios that
reflect what regular users are most likely to do in the application. These tests are the most resource-intensive
tests as they use the production environment (or an environment that replicates production environment). The
amount of these tests depends on how many most used user-cases there, but usually, there are not too many of
such tests. Such tests are not usually run with each build [10].

Besides providing a safety net against regression issues, unit tests help reduce the cost of identifying and
fixing bugs. Figure 3 illustrates the cost to bug identification time ratio – it can be seen that correcting issues
that are caught by unit tests is much cheaper, then correcting them after QA feedback.

Figure 3. Relation of time to defect fix cost

Addition and maintenance of tests to the software development process allows to significantly reduce
the amount of defects in the product, which provides for improvement of the user experience and therefore
maximizing the profit of the application. A sample moderately small project was monitored over a period of 6
months before unit tests were added to the development flow, and after. Figure 4 displays the amount of defects
per month before the test pyramid was introduced and implemented on the project.

Figure 4. Amount of defects per month before test pyramid was introduced

12 Вестник Карагандинского университета



Minimization of product defects...

Figure 5. Amount of defects per month after test pyramid was introduced

As we can see from Figure 5, the average amount of defects found per month gradually decreased from 8 to
6, which is a 25 % decrease.
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Л.Гиоргадзе, Д.Алибиев, Дж.Де Кирико, А.Ш. Кажикенова

Бағдарламалық қамтаманы құру барысында нақты тестiлiк
жүйенi қолдау жолымен өнiмдiк ақауларды болдырмау

Мақалада жасалған бағдарламалардың жетiспейтiн жерлерiн және уақытша тоқтап қалу мәселелерiн
шешу жолдары қарастырылған. Осы айтылған мәселелердi шешудiң бағдарламалық қамтаманы құру-
дың көрнекi әдiстемесiнiң, яғни сарқырамалы әдiстiң, пайда болу тарихы мен жолдары көрсетiлген.
Сарқырамалы модельдi мәселенi шешу үшiн құрылған әдiстеме, бағдарламалық қамтаманы құру про-
цесiн басқаратын бiрнеше итерацияға бөлу арқылы бағдарламалық қамтаманы құрудағы икемдi тәсiл
болып табылатындықтан, қарқынды дамуда. Тапсырыс берушi нарықтағы талаптарға сәйкес ақырғы
өнiмдi әрбiр итерация барысында өзгертуге және бейiмдеуге мүмкiндiк алады. Алайда бұл жаңа
бағдарлама құрудағы икемдi әдiстеме бiрқатар мәселелердi шешудi талап етедi. Бұл мақалада осы
мәселелердiң iшiндегi ең негiзгiсi болып табылатын, бағдарлама құру кезiндегi әрбiр итерациядағы
өнiмнiң сапасын қамтамасыз ету мәселесiн қарастырамыз. Авторлар ұсынған мәселенi шешу жолы
осы жүйенiң әрбiр қабаттарын көрсету және сипаттау арқылы дұрыс құрылған тестiлiк жүйенiң (пи-
рамиданы) құру және оны қолдауға негiзделген. Жоба мысалында жүргiзiлген зерттеу нәтижесiнде
тестiлiк пирамида ақауларды 25 %-ға азайтуға болатынын көрсеттi.

Кiлт сөздер: бағдарламалық жасақтаманы әзiрлеу, икемдi әдiснама, тестiлеу пирамидасы, сарқыра-
малы әдiстеме, юнит тестiлерi, интеграциялық тестiлер, жүйелiк тестiлер, қабылдау тестiлерi.

Л.Гиоргадзе, Д.Алибиев, Дж.Де Кирико, А.Ш. Кажикенова

Минимизация дефектов программных продуктов путем
поддержания корректной тестовой пирамиды в ходе

разработки программного обеспечения

В статье представлен один из возможных путей решения проблем, возникающих при разработке про-
граммных продуктов, имеющих недочёты, а также связанных с временными задержками. Рассмотре-
ны история возникновения наиболее популярной методологии разработки программного обеспечения
– водопадной методологии, и те проблемы, которые данная методология представляет. Методология,
которая была создана для решения проблем водопадной модели, набирает всё большую популярность
ввиду того, что она позволяет более гибкий путь создания программного обеспечения за счёт раз-
деления всего процесса разработки программного обеспечения на небольшие управляемые итерации.
Заказчик может менять требования и адаптировать итоговый продукт к требованиям рынка от ите-
рации к итерации. Однако эта новая методология – гибкая методология разработки – ставит ряд
новых проблем. Данная статья рассматривает самую главную проблему – обеспечение качества про-
дукта с каждой итерацией разработки. Решение, предложенное в статье, основывается на создании
и поддержании правильной тестовой пирамиды, с указанием и описанием всех слоёв данной пира-
миды. Было проведено исследование на примере проекта, которое показало, что тестовая пирамида
позволила уменьшить количество дефектов на 25 %.

Ключевые слова: разработка программного обеспечения, гибкая методология, тестовая пирамида,
водопадная методология, юнит тесты, интеграционные тесты, системные тесты, приёмочные тесты.
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Оптимальные вложения потенциалов типа Бесселя
и Рисса на базе пространств Лоренца

В статье изучено пространство потенциалов на n-мерном евклидовом пространстве. В частности,
в рассмотрение включены пространства классических потенциалов Бесселя и Рисса. Они построены
на основе перестановочно-инвариантных пространств (ПИП) с помощью сверток с ядрами общего ви-
да. Установлены интегральные свойства потенциалов. Для них найдены критерии вложения в ПИП
и получены явные описания оптимальных ПИП для этих вложений в случае базового весового про-
странства Лоренца.

Ключевые слова: свертка, конусы убывающих перестановок, перестановочно-инвариантное простран-
ство, пространство потенциалов, обобщенные потенциалы Бесселя и Рисса.

Введение

В работе изучается пространство потенциалов HG
E ≡ HG

E (Rn) на n-мерном евклидовом пространстве:

HG
E (Rn) = {U = G ∗ f : f ∈ E(Rn)},

где E(Rn) — перестановочно-инвариантное пространство (ПИП).
Мы используем здесь аксиоматику, развитую в книге К. Беннетта и Р. Шарпли [1, 2]. Ядро свертки

назовем допустимым, если G ∈ L1(Rn) +E′(Rn). Здесь E′(Rn) означает ассоциированное ПИП для ПИП
E(Rn). В работе рассмотрены два варианта дополнительных условий на допустимые ядра. Соответствую-
щие потенциалы можно назвать обобщенными потенциалами Бесселя и Рисса. В частности, исследование
охватывает обобщение классических потенциалов Бесселя и Рисса, построенных на базе Lp(Rn) (их тео-
рия развита, например, в книгах С.М. Никольского [3], И. Стейна [4] и В.Г. Мазьи [5]). В данной работе
обобщение строится на базе весового пространства Лоренца. Здесь мы существенно используем резуль-
таты работы [6], в которой установлены точные теоремы вложения в ПИП для обобщенных потенциалов
Бесселя и Рисса:

HG
E (Rn) ⊂ X(Rn). (1)

В них проблема вложения редуцирована к оценкам норм комбинированных операторов типа Харди
на положительной полуоси. Установлено точное описание оптимального ПИП, в которое вложено про-
странство потенциалов. Это значит, что описано ПИП X0(Rn) такое, что вложение (1) справедливо при
X(Rn) = X0(Rn), и если для ПИП верно вложение (1), то справедливо также вложение X0(Rn) ⊂ X(Rn).

Цель данной работы — дать явное описание оптимального ПИП X0(Rn) для вложения (1) в случае,
когда базовое ПИП E(Rn) совпадает с весовым пространством Лоренца Λp(u).

Обозначения и предварительные сведения

Всюду в работе мы считаем, что T ∈ (1,∞) для потенциалов Бесселя, T =∞ для потенциалов Рисса.
Для ПИП E ≡ E(Rn) обозначим через E′ ≡ E′(Rn) — ассоциированное ПИП, , т.е. ПИП, в котором

норма задается соотношением

‖g‖E′ = sup


∫
Rn

|gf |dµn : f ∈ E; ‖f‖E ≤ 1

 ,

а через Ẽ ≡ Ẽ(R+), Ẽ′ ≡ Ẽ′(R+) — их представления Люксембурга, т.е. такие ПИП, что

‖f‖E = ‖f∗‖Ẽ , ‖g‖E′ = ‖g∗‖
Ẽ′
, (2)
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где f∗ — убывающая перестановка функции f , т.е. неотрицательная, убывающая, непрерывная справа
функция на R+ = (0,∞) , которая равноизмерима с f :

µn{x ∈ Rn : |f(x)| > y} = µ1{t ∈ R+ : f∗(t) > y}, y ∈ R+.

Здесь µ — это мера Лебега (в Rn или на R+, соответственно, см. [1; гл. 1, 2]). Введем пространство
потенциалов HG

E ≡ HG
E (Rn) :

HG
E (Rn) = {F = G ∗ f : f ∈ E(Rn)}; (3)

‖F‖HGE = inf{‖f‖E : f ∈ E(Rn); G ∗ f = F}. (4)

Ядро представления G назовем допустимым, если

G ∈ L1(Rn) + E′(Rn). (5)

Свертка G ∗ f определяется как интеграл

(G ∗ f)(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

G(x− y)f(y)dy (6)

(мы ввели множитель (2π)−n/2 для удобства при использовании преобразования Фурье). В общем случае
для данной F ∈ HG

E не гарантирована единственность функции f ∈ E, дающая представление G ∗ f = F.
Поэтому в (4) взят инфимум по всем f ∈ E, дающим данное представление (фактор-норма).

Теорема 1. [6]. Пусть G — допустимое ядро. Тогда интеграл (6) сходится для почти всех x ∈ Rn. Кроме
того, HG

E (Rn) есть банахово пространство, причем

HG
E (Rn) ⊂ E(Rn) + L∞(Rn), (7)

‖u‖E+L∞ ≤ ‖G‖L1+E′‖u‖HGE , u ∈ HG
E . (8)

Замечание 1. В случае допустимых ядер мы можем для потенциалов F ∈ HG
E определить убывающие

перестановки F ∗ и

F ∗∗(t) =
1

t

t∫
0

F ∗(τ)dτ, t ∈ R+. (9)

Опишем представление обобщенных потенциалов Бесселя и Рисса. Пусть R ∈ (0,∞]. Скажем, что
функция Φ : R+ → R+ принадлежит классу =n(R), если выполнены следующие условия:

1) Φ убывает и непрерывна на (0, R);

Существует постоянная c ∈ R+, такая, что

2)

r∫
0

Φ(ρ)ρn−1dρ ≤ cΦ(r)rn, r ∈ (0, R). (10)

Например, для классических потенциалов Рисса

Φ(ρ) = ρα−n ∈ =n(∞), (0 < α < n).

Для Φ ∈ =n в силу убывания справедлива оценка
r∫

0

Φ(ρ)ρn−1dρ ≥ n−1Φ(r)rn, r ∈ (0, R). (11)

Из (10) и (11) следует, что для Φ ∈ =n(R)

r∫
0

Φ(ρ)ρn−1dρ ∼= Φ(r)rn, r ∈ (0, R).
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Для Φ ∈ =n(R) обозначим
T = VnR

n, R ∈ (0,∞); T =∞, R =∞;

ϕ(τ) := Φ
(

(τ/Vn)1/n
)
∈ =1(T ); fΦ(t, τ) = min {ϕ(t), ϕ(τ)} , t, τ ∈ (0, T ). (12)

Считаем, что ядро G ∈ SR(Φ), если

G(x) ∼= Φ(ρ), ρ = |x| ∈ (0, R). (13)

Предложение 1. Пусть Φ ∈ =n(∞); fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′(R+), (t ∈ R+); G ∈ S∞(Φ). Тогда G удовлетворяет
условиям (5) и, следовательно, является допустимым.

Доказательство. Для r ∈ R+ обозначим Br = {x ∈ Rn : |x| ≤ r}, Bcr = Rn\Br. Тогда

G = Gr + G̃r; Gr = GχBr , G̃r = GχBcr . (14)

При этом Gr(x) ∼= Φ(|x|)χBr (x) , так что, переходя к сферическим координатам, имеем

∫
Rn

|Gr|dx ∼=
r∫

0

Φ(ρ)ρn−1dρ <∞, (15)

т.е. Gr ∈ L1(Rn). Далее

G̃r(x) ≤ cΦ(|x|)χBcr (x) ≤ cmin{Φ(r),Φ(|x|)}. (16)

Для измеримой функции f : Rn → R обозначим через f ] симметрическую перестановку функции, т.е.
радиально симметричную неотрицательную функцию, убывающую и непрерывную справа как функция
сферического радиуса ρ = |x| и равноизмеримую с f . Известна формула, связывающая убывающую
перестановку f∗ и симметрическую перестановку f ]. Именно

f ](x) = f∗(Vn|x|n), (17)

где Vn — объем шара единичного радиуса. Из (16) следует, что

G̃]r(x) ≤ cmin {Φ(r),Φ(|x|)} .

Поэтому, обозначив t = Vnr
n; τ = Vn|x|n, имеем оценку

G̃∗r(τ) ≤ cmin
{

Φ
(

(t/Vn)1/n
)
, Φ

(
(τ/Vn)1/n

)}
= fΦ(t; τ).

Значит,
‖G̃r‖E′(Rn) = ‖G̃∗r‖Ẽ′(R+) ≤ c‖fΦ(t; ·)‖Ẽ′(R+) <∞.

Итак, представление (14) показывает, что ядро G допустимо. Отметим, что условия fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′R+

эквивалентны между собой при различных значениях t ∈ R+ �.
Определение 1. В условиях предложения 1 потенциалы F ∈ HG

E (Rn) назовем потенциалами типа
Рисса [4-6]. Здесь

Φ(ρ) = ρα−n ∈ =n(∞); G ∈ S0
∞(Φ), fΦ(t; ·) ∈ Ẽ′(R+), t ∈ R+ ⇔ τα/n−1 ∈ Ẽ′(t,∞).

Приведем пример. Если α < n/p, тогда E = Lp, 1 < p <∞.
Пусть

BR = {x ∈ Rn : |x| < R}, R ∈ R+, G0
R = GχBR , G1

R = GχRn/BR . (18)

Определение 2. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и X = X(Rn) является ПИП.
Если

(G0
R)](ρ) ∼= Φ(ρ), ρ ∈ (0, R), G1

R ∈ X(Rn), (19)

тогда G ∈ SR(Φ;X).
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Если
(G0

R)(x) ∼= Φ(ρ), ρ = |x| ∈ (0, R), G1
R ∈ X(Rn), (20)

тогда G ∈ S0
R(Φ;X). Ясно, что S0

R(Φ;X) ⊂ SR(Φ;X).
Замечание 2. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и G ∈ SR(Φ;E′). Тогда G является допустимым.
Определение 3. Пусть R ∈ R+, Φ ∈ Jn и

G ∈ S0
R(Φ;L1 ∩ E′),

∫
Rn

Gdx 6= 0. (21)

Тогда потенциалы F ∈ HG
E (Rn) назовем потенциалами типа Бесселя [4-6].

Приведем критерий вложения потенциалов типа Бесселя и Рисса в ПИП X = X(Rn) и опишем оп-
тимальное ПИП X0 = X0(Rn) для такого вложения. Важнейшую роль здесь играет комбинированный
оператор типа Харди <ϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T ), T ∈ (0,∞],

<ϕ,T [g](t) =

T∫
0

fΦ(t, τ)g(τ)dτ, t ∈ (0, T ); g ∈ Ẽ0(0, T ). (22)

Здесь
Ẽ0(0, T ) =

{
g ∈ Ẽ(0, T ) : 0 ≤ g ↓; g(t+ 0) = g(t), t ∈ (0, T )

}
. (23)

Отметим, что ввиду равенства (12) и убывания функции ϕ справедливо представление оператора в виде
суммы двух операторов типа Харди на конусе убывающих функций:

<ϕ,T [g](t) = ϕ(t)

t∫
0

g(τ)dτ +

T∫
t

ϕ(τ)g(τ)dτ, t ∈ R+ : g ∈ Ẽ0(R+). (24)

Теорема 2 ([6]). 1) Для потенциалов типа Рисса вложение (1) эквивалентно ограниченности оператора
<ϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T ), T =∞.

2) Для потенциалов типа Бесселя вложение (1) эквивалентно совокупности двух условий:
а) ограниченность оператора Rϕ,T : Ẽ0(0, T )→ X̃(0, T );
б) справедливость вложения E(Rn) ∩ L∞(Rn) ⊂ X(Rn)).
Оптимальным для вложения (1) является ПИП X0(Rn), норма в котором, в представлении Люксем-

бурга, имеет вид

‖f‖X̃0(0,T ) = sup


∞∫

0

f∗g∗dt : g ∈ L0(R+); ‖<φ,,T [g∗]‖Ẽ′ (0,T ) ≤ 1

 . (25)

Некоторые вспомогательные утверждения и основная теорема

Лемма 1 [7]. Справедливо соотношение

‖<φ,T ‖Ẽ(0,T )→X̃(0,T ) = ‖<φ,T ‖Ẽ0(0,T )→X̃(0,T ).

Лемма 2 [7]. Справедливо соотношение

<∗φ,T [g∗] = <φ,T [g∗].

Доказательство. Так как g∗ — убывающая перестановка функции g, а φ — из класса монотонных
функций =1(∞), то <φ,T [g∗] как функция от t неотрицательна и убывает. В силу непрерывности функции
φ и абсолютной непрерывности интеграла Лебега <φ,T [g∗] функция от t является непрерывной. Таким
образом, верно искомое соотношение.
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ПИП — пространство Лоренца E(Rn) = Λp(u) с весом u определяется в следующем виде:

‖f‖Λp(u) =


(∞∫

0

f∗p(t)u(t)dt

) 1
p

, 1 < p <∞;

ess sup
t∈(0,∞)

{f∗(t)u(t)}, p =∞.
(26)

Пространством Лоренца с весом u называется и пространство Γp(u):

‖f‖Γp(u) =


(∞∫

0

f∗∗p(t)u(t)dt

) 1
p

, 1 < p <∞;

ess sup
t∈(0,∞)

{f∗∗(t)u(t)}, p =∞.
(27)

Пространство Γ∞(u) называют также пространством Марцинкевича.
Ассоциированными к пространствам Лоренца являются пространства, определяемые следующим об-

разом (см., например, [8]):

Λp(u)′ =


Γ∞

(
t

U(t)

)
, p = 1;

Γp
′
(
tp
′
u(t)

Up′ (t)

)
, 1 < p <∞;

Λ1

(
1

ess sup
0<s<t

u(s)

)
, p =∞.

(28)

Пусть
Ω1 = {f ≥ 0 : f(τ) ↓} . (29)

Введем величину

HΩ1
(Bµ) = sup

f∈Ω1

(
T∫
0

(Bµf)qdγ

) 1
q

(
T∫
0

fpdβ

) 1
q

, где p, q ∈ (1,∞). (30)

В качестве Bµ рассмотрим обобщенный оператор Харди

(Bµf)(t) =

∫
[t,T )

fdµ.

Здесь β, γ, µ — неотрицательные меры Бореля на (0, T ).
Для формулировки результатов об оценке величины HΩ1

(Bµ) используем следующие обозначения:

ωp(t) =

 t∫
0

dβ


1
p

, t ∈ (0, T ); (31)

Ψ(t, τ) =

τ∫
t

dµ, 0 < t < τ < T ; (32)

Vp(t) =


T∫
t

Ψp′(t, τ)

(
−d

[
1

ωp
′
p (τ)

])
1
p′

, p > 1,
1

p
+

1

p′
= 1; (33)

Wq(t) =

 t∫
0

dγ


1
q

, t ∈ (0, T ). (34)
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Критерий конечности HΩ(Bµ) при p ≤ q будет сформулирован с помощью следующих величин:

Epq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

Ψq(t, τ)dγ(t)

 1
q

1

ωp(τ)

 , p ≤ q; (35)

Fpq = sup
τ∈(0,T )

[Vp(t)Wq(t)] , p ≤ q. (36)

Кроме того, считаем, что β = Np(1)⇔
1∫
0

dβ = 1,
T∫
1

dβ =∞.

Предложение 2. Пусть 1 < p ≤ q <∞, β ∈ Np(1), и пусть функции ωp и Wq непрерывны на (0, T )
и ωp(+0) = 0. Тогда существует постоянная c1 = c1(p, q) ∈ [1,∞) такая, что

c−1
1 (Epq + Fpq) ≤ HΩ1(Bµ) ≤ c1(Epq + Fpq). (37)

Доказательство. В работе [9] было показано, что при p ≤ q

c−1
2 ( ˙Epq + Fpq) ≤ HΩ1(Bµ) ≤ c2( ˙Epq + Fpq), (38)

где α ∈ (0, 1) фиксировано; ξα(τ) = ω−1
p (αωp(τ)); c2 = c2(p, q, α) ∈ [1,∞);

Ėpq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫
ξα(τ)

 τ∫
t

dµ

q

dγ(t)


1
q

1

ωp(τ)

 .
Так как ξα(τ) ∈ (0, τ), то, в силу (32), получим

˙Epq ≤ Epq = sup
τ∈(0,T )


(
τ∫
0

(
T∫
t

gτdµ

)q
dγ(t)

) 1
q

(
T∫
0

gpτdβ

) 1
p

 ,

где gτ (ξ) = χ(0,τ)(ξ) ∈ Ω1, так как 0 ≤ gτ (ξ) = χ(0,τ)(ξ) ↓ (по ξ).
Отсюда

Epq ≤ sup
g∈Ω1


(
T∫
0

(
T∫
t

gdµ

)q
dγ(t)

) 1
q

(
T∫
0

gpdβ

) 1
p

 = HΩ1(Bµ).

Из полученного неравенства и левой части оценки (38) следует левая часть оценки (37). Правая часть
(37) очевидна, так как ˙Epq ≤ Epq. Предложение 2 доказано.

Замечание 3. Доказанное предложение 2 будем применять в следующих обозначениях:

dβ(t) = (ϕ(t)t)pυ(t)dt,

т.е. ωp(t) =

(
t∫

0

(ϕ(τ)τ)pυ(τ)dτ

) 1
p

: ωp(T ) =∞, dµ = ϕ(τ)dτ.

Сформулируем основной результат работы. Пусть 1 < p <∞, 1
p+ 1

p′
= 1, пусть T =∞ для потенциалов

типа Рисса, T ∈ (1,∞) для потенциалов типа Бесселя пусть u — измеримая функция, 0 < u < ∞ почти
всюду на (0, T ) и для t ∈ (0, T ).

U(t) =

t∫
0

u(τ)dτ, υ(t) =
t2p
′
u(t)ϕ(t)p

′

U(t)p′
, V (t) =

t∫
0

v(τ)dτ.
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Теорема 3. Пусть в обозначениях замечания 3 весовые функции таковы, что выполнены условия

HΩ1
(Bµ) <∞. (39)

Тогда оптимальное ПИП X0(Rn) для вложения

HG
Λp(u)(R

n) ⊂ X(Rn) (40)

имеет эквивалентную норму в представлении Люксембурга:
1) для потенциалов типа Рисса

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T ));

2) для потенциалов типа Бесселя

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T )) + ‖f‖Ẽ(R+),

где

w(t) =

tp+p
′−1V (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 .

Замечание 3. Критерий выполнения условий (39) был приведен в предложении 2.
Доказательство теоремы. Воспользуемся формулой (22) из равенства (28). Из определения простран-

ства Лоренца для нормы оператора Rφ,T в пространстве (Λp(u))′ имеем

‖Rφ,T [g∗]‖Λp(u)′ = ‖Rφ,T [g∗]‖
Γp(

tp
′
u(t)

Up
′
(t)

)
=

 T∫
0

(
R∗∗φ,T [g∗](t)

)p′ tp′u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

.

Отсюда из того, что ϕ ∈ J1(T ), так что 1
t

t∫
0

ϕ(τ)dτ ∼= ϕ(t), (в предложении оценки (10), и по лемме 2
следует

‖R∗∗φ,T [g∗(t)]‖ ∼= ‖R∗φ,T [g∗(t)]‖ = ‖Rφ,T [g∗(t)]‖Λp(u)′ =

 T∫
0

 T∫
0

fφ(t, τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

.

Далее, используя определение функции fφ(t, τ) и учитывая неотрицательность подынтегральных функ-
ций, имеем

‖Rφ,T [g∗]‖(Λp(u))′ =

 T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ +

T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

∼=

∼=

 T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

+

 T∫
0

 T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

= I1 + I2;

где

I1 =

T∫
0

φ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt, ũ(t) =
tp
′
u(t)

Up′(t)
;

I2 =

 T∫
0

 T∫
t

φ(τ)g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt


1
p′

.
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Теперь оценим слагаемое I2 через слагаемое I1.
Отметим, что в силу убывания функции g∗ интеграл I1 можно оценить снизу:

I1 ≥

 T∫
0

g∗(t)p
′
(φ(t)t)p

′
ũ(t)dt


1
p′

:= S. (41)

Оценим I2 сверху через S, т.е. докажем, что

I2 ≤ cS, (42)

где c ∈ (0,∞) не зависит от функции g ∈ M(0,∞), измеримой по Лебегу. Отметим что
g ∈M(0,∞)⇔ f = g∗ ∈ Ω1.

В результате имеем эквивалентность (42)⇔ HΩ1
(Bµ) <∞ при q = p′.

Для оценки величины HΩ1(Bµ) воспользуемся результатом предложения 2 и замечания 3, согласно
которым

HΩ1(Bµ) <∞⇔ Eqq + Fqq<∞,

где

Eqq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

Ψq(t, τ)dγ(t)

 1
q

1

ωq(τ)

 ,
т.е.

Eqq = sup
τ∈(0,T )


 τ∫

0

 τ∫
t

ϕdξ

q

υ(t)dt


1
q

1(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)qυ(ξ)dξ

) 1
q

 ;

Fqq = sup
τ∈(0,T )

[Vq(t)Wq(t)] = sup
τ∈(0,T )

V (t)
1
q


T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
1
q′
 .

Интегрируя по частям и учитывая, что Ψq′(t, t) = 0, ωq(T ) =∞,

T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
=

T∫
t

1

ωq
′
q (τ)

d
[
Ψq′(t, τ)

]
= q′

T∫
t

Ψq′−1(t, τ)d [Ψ(t, τ)]

ωq
′
q (τ)

.

Тогда

T∫
t

Ψq′(t, τ)

(
−d

[
1

ωq
′
q (τ)

])
= q′

T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q′
υ(ξ)dξ

) q′
q

= q′
T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q
υ(ξ)dξ

)q′−1
.

Итак, при q = p′, т.е q′ = p, получаем (42)⇔ Eqq + Fqq <∞, где

Fqq = sup
t>0

V (t)
1
q

q
′
T∫
t

(
τ∫
t

ϕ(ξ)dξ

)q′−1

ϕ(τ)dτ(
τ∫
0

(ϕ(ξ)ξ)
q
υ(ξ)dξ

)q′−1



1
q′
 .
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Из (41) и (42) следует, что I1 + I2 ≈ I1, и тогда

‖Rϕ,T [g∗]‖
Λp(u)

′ = ‖Rϕ,T [g∗]‖
Γp′
(
tp
′
u(t)

Up
′
(t)

) ≈ I1 =

 T∫
0

ϕ(t)

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

ũ(t)dt


1
p′

=

=

 T∫
0

ϕ(t)
1

t

t∫
0

g∗(τ)dτ

p
′

t2p
′
u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

=

 T∫
0

[ϕ(t)g∗∗(t)]
p′ t

2p′u(t)

Up′(t)
dt


1
p′

=

=

 T∫
0

g∗∗(t)p
′ t2p

′
u(t)ϕp

′
(t)

Up′(t)
dt


1
p′

= ‖g‖Γp′ (υ). (43)

Из формулы (25) видим, что норма в оптимальном ПИП X̃0(0, T ) является ассоциированной к норме
(43), т.е.

‖f‖X̃0(0,T )
∼= ‖f‖[Γp′ (υ)]′ , (44)

где

υ(t) =
t2p
′
u(t)ϕp

′
(t)

Up′(t)
.

В работе [10] показано, что норма, стоящая в правой части (44), может быть записана в следующем
виде:

‖f‖[Γp′ (υ)]′
∼=


T∫

0

tp+p
′−1f∗∗(t)pV (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 dt



1
p

,

где

V (t) =

t∫
0

υ(τ)dτ =

t∫
0

τ2p′u(τ)ϕp
′
(τ)

Up′(τ)
dτ ;

ω(t) =

tp+p
′−1V (t)

T∫
t

τ−p
′
υ(τ)dτ(

V (t) + tp′
T∫
t

τ−p′υ(τ)dτ

)p+1 .

Функция ω(t) является весом, который входит в условие теоремы 3.
Таким образом, мы получаем, что:
1) для обобщенных потенциалов Рисса:

‖f‖X̃0(R+)
∼= ‖f‖Γp(w;R+);

2) для обобщенных потенциалов Бесселя

‖f‖X̃0(R+)
∼= ‖f‖Γp(w;(0,T )) + ‖f‖Ẽ(R+),

тем самым, теорема доказана.
Замечание 4. В работе [7] были рассмотрены обобщенные потенциалы Рисса. При получении опти-

мального ПИП для вложения (37) на весовые функции было наложено условие, гарантирующее конеч-
ность величины:

H(Bµ) = sup
0≤f∈M(0,∞)

(∞∫
0

(∞∫
t

gdτ

)q
υ(t)dt

) 1
q

(∞∫
0

g(t)qtqυ(t)dt

) 1
q

,
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а именно:

H(Bµ) <∞⇔ B = sup
r>0

 r∫
0

tp
′
u(t)

Up′(t)
dt

 1
p′

·

 ∞∫
r

Up(t)

t2pu
p

p
′ (t)

dt

 1
p

<∞.

Условия, наложенные в данной работе, учитывают убывание функций f ∈ Ω1 и эквивалентны конечности
величины HΩ1

(Bµ). Эти условия, приведенные в предложении 2, менее жесткие, чем условие B < ∞.
Кроме того, в данной работе в рассмотрение включены также обобщенные потенциалы Бесселя.
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Г.Ж. Қаршыгина

Лоренц кеңiстiгi базасында Бессел және Рисс түрiндегi
потенциалдарды тиiмдi iштестiру

Мақалада n-өлшемдi евклид кеңiстiгiнде потенциалдар кеңiстiгi қарастырылды. Олар жалпы түрде-
гi түйiндердiң орамдарының көмегiмен алмастырылымды-инвариантты кеңiстiктер негiзiнде қүрас-
тырылған. Соның iшiнде классикалық Бессел және Рисс потенциалдар кеңiстiктерi зерттелдi. Сондай-
ақ потенциалдардың интегралдық қасиеттерi қойылуын және олар үшiн алмастырылымды-инвари-
антты кеңiстiктерге iштестiру критерийлерi табылған. Салмағы бар Лоренц кеңiстiгi базасында тиiмдi
iштестiру жолы дәлелденген.

Кiлт сөздер: орам, кемiмелi алмастырылымды конустар, алмастырылымды-инвариантты кеңiстiктер,
потенциалдар кеңiстiгi, жалпыланған Бессел және Рисс кеңiстiктерi.
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G.Zh. Karshygina

Optimal embeddings potentials type Bessel and Riesz
on the base of Lorentz spaces

In this article, we study the spaces of potentials is n-dimensional Euclidean space. They constructed on
the basis of rearrangement-invariant spaces (RISs) by means of convolutions with kernels of general form.
In particular included in the consideration, the classical spaces of potentials of Bessel and Riesz. For them,
the criteria for embedding in the RIS are found, and explicit descriptions of the optimal RIS for these
embeddings are obtained in the case of the basic weight Lorentz space.

Keywords: convolution, cones of decreasing rearrangements, potential space, generalized Bessel and Riesz
potentials.
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Построение поверхности к сингулярному односолитонному
решению нелинейного уравнения Шредингера

Одной из актуальных задач математики является исследование нелинейных дифференциальных
уравнений в частных производных. Исследование в данном направлении очень важно, так как резуль-
таты находят теоретическое и практическое применение. Существуют различные подходы к решению
данных уравнений. Методы теории солитонов позволяют построить решения нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных. Одним из методов решения указанных выше уравнений
является метод обратной задачи рассеяния. Цель данной работы — построение поверхности, соответ-
ствующей сингулярному односолитонному решению нелинейного уравнения Шредингера с притя-
жением в (1+1)-размерности. Автором рассмотрено построение поверхности в (1+1)-размерности в
смысле Фокаса-Гельфанда. Согласно данному подходу в (1+1)-мерном случае нелинейные диффе-
ренциальные уравнения в частных производных даются в виде условий нулевой кривизны и явля-
ются условием совместности системы линейных уравнений. В этом случае существует поверхность
с иммерсионной функцией. Поверхность, определенная посредством иммерсионной функции, иден-
тифицируется с поверхностью в трехмерном пространстве. С помощью солитонной иммерсии для
сингулярного односолитонного решения нелинейного уравнения Шредингера найдена поверхность
с соответствующими коэффициентами первой квадратичной формы.

Ключевые слова: нелинейное уравнение, поверхность, солитонное решение, фундаментальная форма,
условие нулевой кривизны.

1 Введение

Некоторые нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных являются интегрируе-
мыми, допускают физически интересные точные решения, более того, эти интегрируемые уравнения раз-
решимы методом обратной задачи рассеяния [1-6]. Исследование интегрируемых уравнений в (1+1)-,
(2+1)-измерениях являются актуальными с точки зрения математической физики [2-5]. Интегрируемые
уравнения допускают различные виды решений: односолитонное решение, решение доменной стенки, вих-
ревое решение и т.д. Более того, решения интегрируемых уравнений имеют геометрические характери-
стики. Для исследования геометрических свойств решений применяется теория дифференциальной гео-
метрии кривых и поверхностей.

Одной из известных моделей является модель ферромагнетика Гейзенберга

St = S× Sxx,

где × — векторное произведение; S = (S1, S2, S3); S = S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1.

Лакшмананом установлено, что данная модель при S2 = +1 эквивалентна в геометрическом смыс-
ле нелинейному уравнению Шредингера с притяжением, которое важно для физических приложений.
Эту эквивалентность называют лакшманановой. Отметим, что лакшмананова эквивалентность разрабо-
тана не только для интегрируемых, но и для неинтегрируемых нелинейных дифференциальных урав-
нений в частных производных, и ее область применимости по определению ограничена установлением
эквивалентности спиновой системы и некоторого нелинейного дифференциального уравнения в частных
производных, например, шредингеровского типа. Заметим, что для интегрируемых нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных лакшмананова эквивалентность не предполагает знания
представления Лакса рассматриваемых нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных.
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На сегодня известны обобщения рассмотренной выше модели ферромагнетика Гейзенберга в (2+1)-
измерениях. Например, в работе [5] рассмотрена обобщенная модель ферромагнетика Гейзенберга следу-
ющего вида:

St = (S× Sy + uS)x;

ux = −(S, (Sx × Sy)),

где S — спин-вектор, S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1; × — векторное произведение; u — скалярная функция. Мы

отождествляем спин-вектор S с вектором rx согласно работе [2]:

S ≡ rx.

Тогда обобщенная модель ферромагнетика Гейзенберга принимает вид

rxt = (rx × rxy + urx)x;

ux = −(rx, (rxx × rxy)).

Таким образом, единый спиновый подход используется для исследования геометрических характери-
стик решения нелинейного уравнения.

В данной работе мы рассматриваем построение поверхности в (1+1)-мерном пространстве в смысле
Фокаса-Гельфанда [3].

2 Построение поверхности в смысле Фокаса-Гельфанда

Согласно работе Фокаса-Гельфанда [3] приведем построение солитонной поверхности. В (1+1)-мерном
случае нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных даются в виде условий нулевой
кривизны:

Ut − Vx + [U, V ] = 0, (1)

где [U, V ] = UV − V U , матрица U задана, а матрица V выражается в терминах элементов матрицы U .
Одной из хорошо известных моделей является нелинейное уравнение Шредингера, которое важно для

физических приложений,
iψt + ψxx + 2β|ψ|2ψ = 0, (2)

где β = +1, ψ является комплексной функцией.
Также нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных (1) являются условием сов-

местности системы линейных уравнений:

φx = Uφ, φt = V φ. (3)

В этом случае существует поверхность с иммерсионной функцией P (x, t), определяемая следующими фор-
мулами: ∂P∂x = φ−1Xφ, ∂P∂t = φ−1Y φ. Поверхность, определенная посредством P (x, t), идентифицируется
с поверхностью в трехмерном пространстве, определенной координатами xj = Pj(x, t), j = 1, 2, 3. Репер
на поверхности дается тройкой [3]:

∂P

∂x
= φ−1Xφ,

∂P

∂t
= φ−1Y φ, N = φ−1Jφ,

где J = [X,Y ]
|[X,Y ]| , | X |=

√
< X,X >. Здесь по определению

< X,Y >= −1

2
tr(XY ),

где X,Y являются некоторыми матрицами. Первая и вторая фундаментальные формы в смысле Фокаса-
Гельфанда даются как

I =< X,X > dx2 + 2 < X,Y > dxdt+ < Y, Y > dt2; (4)

II =<
∂X

∂x
+ [X,U ], J > dx2 + 2 <

∂X

∂t
+ [X,V ], J > dxdt+ <

∂Y

∂t
+ [Y, V ], J > dt2. (5)
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Как показано в работе [3], функция иммерсии P может быть определена как

P = γ0φ
−1φλ + φ−1M1φ =

3∑
j=1

Pjfj ,

где M1 является матричной функцией, определенной по λ, x, t. Здесь fj = − i
2σj является базисом соот-

ветствующей алгебры, σj матрицы Паули и [fi, fj ] = fk. В этом случае X,Y можно записать как

X = γ0Uλ +M1x + [M1, U ], Y = γ0Vλ +M1t + [M1, V ].

Пусть матрицы X,Y, J имеют вид

X =

(
a11 a12

a21 a22

)
, Y =

(
b11 b12

b21 b22

)
, J =

(
c11 c12

c21 c22

)
. (6)

В этом случае элементы матрицы J выражаются через элементы матрицы X и Y в соответствии со
следующими формулами:

c11 =
a12b21 − b12a21

| [X,Y ] |
; c21 =

a21(b11 − b22) + b21(a22 − a11)

| [X,Y ] |
;

c12 =
b12(a11 − a22) + a12(b22 − b11)

| [X,Y ] |
, c22 =

a21b12 − b21a12

| [X,Y ] |
. (7)

Тогда первая фундаментальная форма (4) двухмерной поверхности будет I = Edx2 + 2Fdxdt+Gdt2, где

E = −1

2
(a2

11 + 2a12a21 + a2
22), F = −1

2
(a11b11 + a12b21 + a21b12 + a22b22); (8)

G = −1

2
(b211 + 2b12b21 + b222). (9)

В качестве примера солитонного уравнения, приводящего к такой иммерсии, рассмотрим нелинейное урав-
нение Шредингера (2). В этом случае матрицы U, V имеют вид [4]

U =
λσ3

2i
+ U0, U0 = i

(
0 q̄
q 0

)
;

V =
iλ2

2
σ3 + i|q|2σ3 − iλ

(
0 q̄
q 0

)
+

(
0 q̄x
−qx 0

)
. (10)

Справедлива следующая.
Лемма. Вторая фундаментальная форма в смысле Фокаса-Гельфанда, соответствующая сингуляр-

ному односолитонному решению q нелинейного уравнения Шредингера, имеет вид

II = Ldx2 + 2Mdxdt+Ndt2, (11)

где

L = −1

2
{a11xc11 + a12xc21 + a21xc12 + a22xc22 − λi(a21c12 − a12c21)+

+iq(a12c11 + a22c12 − a11c12 − a12c22) + iq̄(a21c22 + a11c21 − a22c21 − a21c11)}; (12a)

M = −1

2
{a11tc11 + a12tc21 + a21tc12 + a22tc22 + i(λ2 + 2|q|2)(a21c12 − a12c21)+

+(qx + λiq)(a11c12 + a12c22 − a12c11 − a22c12)+

+(q̄x − λiq̄)(a11c21 + a21c22 − a21c11 − a22c21)}; (12b)

N = −1

2
{b11tc11 + b12tc21 + b21tc12 + b22tc22 + i(λ2 + 2|q|2)(b21c12 − b12c21)+

+(qx + λiq)(b11c12 + b12c22 − b12c11 − b22c12)+

+(q̄x − λiq̄)(b11c21 + b21c22 − b21c11 − b22c21)}. (12c)

Доказательство. Подставляем матрицы (6), (10) в (5). После некоторых вычислений получим (11),
(12a)–(12c). Лемма доказана.
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3 Теорема о поверхности, соответствующей сингулярному односолитонному решению

Рассмотрим частный случай иммерсии при γ0 = 1, M1 = 0. В данном случае имеем

X = Uλ =
1

2i

(
1 0
0 −1

)
, Y = Vλ = −i

(
−λ q̄
q λ

)
, J =

(
0 − q̄√

qq̄
q√
qq̄

0

)
. (13)

и P = φ−1φλ. Чтобы вычислить явные выражения для функций иммерсии P , рассмотрим сингулярное
односолитонное решение нелинейного уравнения Шредингера, которое имеет вид [4]

q(x, t) = 2η
exp(−2iξx− 4i(ξ2 − η2)t− iδ)

sh[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (14)

где x0 = 1
2η ln|

m02

m01
|, δ = argm02 − argm01, ξ = Reλ, η = Imλ.

Теорема. Сингулярному односолитонному решению нелинейного уравнения Шредингера соответству-
ет поверхность в смысле Фокаса-Гельфанда со следующими коэффициентами первой фундаментальной
формы:

E =
64η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
(2η2 + (ξ2 + η2)sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]); (15a)

F =
128η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
(ξ(ξ2 − η2)sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]+

+2ξη2ch2[2η(x+ 4ξt− x0)])(cos2(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)− sin2(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)+

+(6ηξ2 − 2η3)cos(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)sin(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)×

×sh[2η(x+ 4ξt− x0)]ch[2η(x+ 4ξt− x0)] + 2ηξ); (15b)

G =
256η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
((ξ2 − η2)2sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]+

+4ξ2η2ch2[2η(x+ 4ξt− x0)] + 4ξ2η2), (15c)

где λ1 = const.
Доказательство. Решение линейной системы найдем в виде

ψ = φe−(
λσ3
2i x+ iλ2

2 σ3t). (16)

Учитывая (16) и применяя (10), имеем

ψx = (
λσ3

2i
+ U0)ψ − ψλσ3

2i
=
λσ3

2i
ψ − ψλσ3

2i
+ U0ψ = [

λσ3

2i
, ψ] + U0ψ. (17)

Возьмем

ψ = I − Ã

λ− λ∗1
, Ã =

(
ã b̃

c̃ d̃

)
, I =

(
1 0
0 1

)
, λ∗1 − const. (18)

Подставим (18) в (17):

ψx = U0 −
U0Ã

λ− λ∗1
− 1

2i
[σ3, Ã]− λ∗1

2i(λ− λ∗1)
[σ3, Ã]. (19)

С другой стороны, из (18) следует

ψx = − Ãx
λ− λ∗1

. (20)

Из (19) и (20) имеем

− Ãx
λ− λ∗1

= U0 −
U0Ã

λ− λ∗1
− 1

2i
[σ3, Ã]− λ∗1

2i(λ− λ∗1)
[σ3, Ã]. (21)

Таким образом,

Ãx = U0Ã+
λ∗1
2i

[σ3, Ã], U0 =
1

2i
[σ3, A]. (22)
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Заметим, что

[σ3, Ã] = σ3Ã− Ãσ3 = 2

(
0 b̃
−c̃ 0

)
. (23)

Затем, подставляя (23) в (7), получим

U0 =
1

i

(
0 b̃
−c̃ 0

)
. (24)

Подставляя (23) в (22), имеем(
ãx b̃x
c̃x d̃x

)
=

1

i

(
b̃c̃ b̃d̃

−c̃ã −c̃b̃

)
+
λ∗1
i

(
0 b̃
−c̃ 0

)
, (25)

Из (10) и (24) получим

i

(
0 q̄
q 0

)
=

1

i

(
0 b
−c 0

)
⇒
{

iq̄ = 1
i b

iq = − 1
i c
⇒
{
b = −q̄
c = q.

(26)

Таким образом, мы нашли матрицу Ã в явном виде с компонентами (25). Используя (14), получим

ã = i2ηcth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1. (27)

Из (25) следует ã = − ic̃xc − λ
∗
1 ⇒ ã = − 1

i

∫
q̄qdx. Используя (14), получим

ãx =
1

i
b̃c̃⇒ ãx =

1

i
(−q̄)q, (28)

Тогда

ã = − iqx
q
− λ∗1. (29)

Следовательно, из (25), (26) имеем

d̃ =
ib̃x

b̃
− λ∗1 ⇒ d̃ =

i(−q̄)x
(−q̄)

− λ∗1 ⇒ d̃ =
iq̄x
q̄
− λ∗1. (30)

Из (25), (26) следует

d̃x = −1

i
c̃b̃, (31)

Более того, из (23), (31) следует

d̃ =
1

i

∫
qq̄dx (32)

Учитывая (22), получим (28) в виде
d̃ = −ã. (33)

Следовательно,
ã = −i2ηcth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1. (34)

Таким образом, матрица Ã для сингулярного односолитонного решения (14) нелинейного уравнения
Шредингера принимает вид

Ã =

(
i2ηcth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1 −2η exp{i(2ξx+4(ξ2−η2)t+δ)}

sh[2η(x−x0+4ξt)]

2η exp{−i(2ξx+4(ξ2−η2)t+δ)}
sh[2η(x−x0+4ξt)] −i2ηcth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1

)
. (35)

Далее возьмем φ = I − A
(λ−λ̄1)2

, где λ1 является постоянной, тогда из (13) имеем

P = φ−1φλ = (I +
Ã

λ− λ1
)

Ã

(λ− λ̄1)2
. (36)
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С другой стороны, получим

P =

3∑
j=1

Pjfj = − i
2

3∑
j=1

Pjσj =

(
− i

2P3 − i
2P1 − 1

2P2

− i
2P1 + 1

2P2
i
2P3

)
. (37)

Из (36), (37) посредством (31) имеем P3 =
2iã

(λ− λ̄1)2
. Теперь с помощью (33) найдем P3 в явном виде для

сингулярного односолитонного решения нелинейного уравнения Шредингера:

P3 = − 4η

(λ− λ̄)2
cth[2η(x+ 4ξt− x0)] +

2ic1
(λ− λ̄1)

. (38)

Из (36), (37) имеем P2 = c̃−b̃
(λ−λ̄1)2

. Таким образом,

P1 =
i(c̃+ b̃)

(λ− λ̄1)2
, P2 =

(c̃− b̃)
(λ− λ̄1)2

, P3 =
2iã

(λ− λ̄1)2
.

Из (36), (14), используя известные формулы

shζ =
eζ − e−ζ

2
; chζ =

eζ + e−ζ

2
; cosζ =

eiζ + e−iζ

2
; sinζ =

eiζ − e−iζ

2i
, (39)

где ζ = 2η(x− x0 + 4ξt), получим явные значения для компонентов P1, P2 матрицы P :

P1 = −4iηsin(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)

(λ− λ̄)2sh[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (40a)

P2 =
4ηcos(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)

(λ− λ̄)2sh[2η(x+ 4ξt− x0)]
. (40b)

Теперь вычислим коэффициенты первой фундаментальной формы, т.е.

E = P 2
1x + P 2

2x + P 2
3x. (41)

Для этого вычислим P1x, P2x, P3x. Возводим в квадрат первые производные и подставим в (41), тогда

E =
64η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
(2η2 + (ξ2 + η2)sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]).

Подобным образом, согласно формулам

F = P1xP1t + P2xP2t + P3xP3t, G = P 2
1t + P 2

2t + P 2
3t,

получим значения

F =
128η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
(ξ(ξ2 − η2)sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]+

+2ξη2ch2[2η(x+ 4ξt− x0)])(cos2(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)− sin2(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)+

+(6ηξ2 − 2η3)cos(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)sin(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)×

×sh[2η(x+ 4ξt− x0)]ch[2η(x+ 4ξt− x0)] + 2ηξ);

G =
256η2

(λ− λ̄)4sh4[2η(x+ 4ξt− x0)]
((ξ2 − η2)2sh2[2η(x+ 4ξt− x0)]+

+4ξ2η2ch2[2η(x+ 4ξt− x0)] + 4ξ2η2).

Теорема доказана.
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4 Заключение

Таким образом, мы исследовали построение поверхности в смысле Фокаса-Гельфанда в (1+1)-измер-
ении. В качестве примера рассмотрели (1+1)-мерное нелинейное уравнение Шредингера с притяжением.
Найдена первая фундаментальная форма с соответствующими коэффициентами (15) для интегрируемой
поверхности, соответствующей сингулярному односолитонному решению нелинейного уравнения Шре-
дингера с притяжением. Для нахождения поверхности применены подход Фокаса-Гельфанда и теория
дифференциальной геометрии поверхностей.
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Ж.Х. Жүнiсова

Сызықты емес Шредингер теңдеуiнiң сингулярлы
бiрсолитондық шешiмiне сәйкес бет құру

Сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi зерттеу — математиканың өзектi
проблемаларының бiрi. Нәтижелердiң теориялық және практикалық қолданысы болғандықтан, бұл
бағыттағы зерттеулер маңызды. Бұл теңдеулердi шешу үшiн әртүрлi әдiстер бар. Сызықты емес
дербес туындылы теңдеулердiң шешiмiн солитондар теориясы әдiстерiн қолданып табуға болады.
Керi сейiлу әдiсi — айтылған теңдеулердi шешуге арналған әдiстердiң бiрi. Жұмыстың мақсаты —
(1+1)-өлшемдегi сызықты емес, Шредингер теңдеуiнiң сингулярлық бiр солитондық шешiмiне сәй-
кес бет құру. Мақалада (1+1)-өлшемде Фокас-Гельфанд мағынасындағы беттi құру қарастырылған.
(1+1)-өлшемде сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер нөлдiк қисықтық шар-
ты арқылы берiледi және сызықты теңдеулердiң шарты болып табылады. Бұл жағдайда иммерсия-
лық функциясы бар бет табылады. Иммерсиялық функциясы арқылы анықталған бет үш өлшемдi
кеңiстiктегi бетпен сәйкестендiрiледi. Сызықты емес Шредингер теңдеуiнiң сингулярлық бiр солитон-
дық шешiмiне сәйкес бiрiншi квадраттық форманың коэффициенттерiмен берiлген бет солитондық
иммерсия арқылы құрылады.

Кiлт сөздер: сызықты емес теңдеу, бет, солитондық шешiм, фундаменталдық форма, нөлдiк қисық-
тық шарты.
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Zh.Kh. Zhunussova

The surface to singular solitonic solution
of the nonlinear Schrodinger equation

One of the topical problems of mathematics is studying of nonlinear differential equations in partial
derivatives. Investigation in this area is important, since the results get the theoretical and practical
applications. There are some different approaches for solving of the equations. Methods of the theory
of solitons allow to construct the solutions of the nonlinear differential equations in partial derivatives. One
of the methods for solving of the equations is the inverse scattering method. The aim of the work is to
construct a surface corresponding to a singular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation
with gravity in (1+1)-dimensions. In this work the construction of the surface in (1+1)-dimensions in
Fokas-Gelfand sense is considered. According to the approach the nonlinear differential equations in (1+1)-
dimension are given in the form of zero curvature condition and are compatibility condition of the linear
system equations. In this case there is a surface with immersion function. The surface defined by the
immersion function is identified to the surface in three-dimensional space. Surface with coefficients of the
first fundamental form corresponding to the singular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger
equation is found by soliton immersion.

Keywords: nonlinear equation, surface, solitonic solution, fundamental form, zero curvature condition.
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Дискретное весовое неравенство Харди в разностной форме

В статье мы находим необходимые и достаточные условия для выполнения дискретного неравенства
Харди с весами, записанного в разностной форме. Задача исследуется на множестве финитных после-
довательностей. Ключевой результат данной статьи – это нахождение оценок для точной константы
исследуемого неравенства. Данные оценки в дальнейшем будут нами применены для установления
качественных характеристик, таких как условия осцилляторности и неосцилляторности, некоторых
разностных уравнений. Более того, как следствие основных результатов, мы находим критерии вло-
жения некоторых пространств и компактности этого вложения.

Ключевые слова: неравенство Харди, весовые последовательности, оператор, пространство последо-
вательностей, вложение, компактность.

Введение

Пусть 0 < p, q ≤ ∞. Пусть u = {ui}∞i=1 – неотрицательная, а ρ = {ρi}∞i=1 – положительная последова-
тельности действительных чисел.

Дискретным весовым неравенством Харди называется неравенство вида( ∞∑
n=1

un

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
q) 1

q

≤ C

( ∞∑
i=1

ρi|ai|p
) 1
p

(1)

для всех последовательностей действительных чисел a = {ai}∞i=1.
Неравенство для всех 0 < p, q ≤ ∞ исследовано достаточно хорошо в работах [1-3], а в книге [4] даны

история вопроса и сводка полученных результатов по неравенству Харди (1).

Если в (1) положим y1 = 0, yn+1 =
n∑
i=1

ai, ∆yn = yn+1 − yn, n = 1, 2, ..., то неравенство (1) переходит в

неравенство Харди в разностной форме( ∞∑
n=1

vn|yn|q
) 1
q

≤ C

( ∞∑
i=1

ρi|∆yi|p
) 1
p

(2)

для всех последовательностей действительных чисел y = {yi}∞i=1, у которых y1 = 0, где v1 = 1,
vn = un−1, n ≥ 2.

Пусть
·
Y – множество всех ненулевых последовательностей действительных чисел y = {yi}∞i=1, которые

имеют конечное число начальных членов, равных нулю. Обозначим через
◦
Y множество нетривиальных

элементов y = {yi}∞i=1 ∈
·
Y , для которых существует целое m = m(y) > 1 такое, что yi = 0 при i ≥ m.

Пусть w1
p – пространство всех последовательностей y = {yi}∞i=1, для которых конечна (квази) норма

‖y‖w1
p

= |y1|+

( ∞∑
i=1

ρi|∆yi|p
) 1
p

, 1 < p <∞. (3)

Обозначим через
·
w

1

p и
◦
w

1

p соответственно замыкания множеств
·
Y ∩w1

p и
◦
Y по (квази) норме (3).
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Из определения множеств
·
w

1

p и
◦
w

1

p следует, что
·
w

1

p⊃
◦
w

1

p и y1 = 0 для любого y ∈ ·w
1

p. Следовательно,

неравенство (1) эквивалентно неравенству (2) на множестве
·
w

1

p.

Рассмотрим неравенство (2) на множестве
◦
w

1

p. Отметим, что непрерывный аналог такой задачи ис-

следован в работах [5-7]. Понятно, что если
·
w

1

p=
◦
w

1

p, то неравенство (1) эквивалентно неравенству (2) на

множестве
◦
w

1

p. Поэтому выясним, когда
·
w

1

p=
◦
w

1

p.

Лемма 1. Равенство
·
w

1

p=
◦
w

1

p выполнено тогда и только тогда, когда
∞∑
i=1

ρ1−p′
i =∞, где 1

p + 1
p′ = 1. Если

∞∑
i=1

ρ1−p′
i <∞, то yi → 0 при i→∞ для каждого y = {yi}∞i=1 ∈

◦
w

1

p.

Доказательство. Пусть
∞∑
i=1

ρ1−p′
i =∞. (4)

Достаточно показать
◦
w

1

p⊃
·
w

1

p. Пусть z = {zi}∞i=1 – произвольный элемент из
·
w

1

p. Ввиду условия (4) для
каждого n > 1 найдется целое n∗ такое, что n∗ > n и

|zn|

(
n∗∑
i=n

ρ1−p′
i

)− 1
p′

≤

( ∞∑
i=n

ρi|∆zi|p
) 1
p

. (5)

Пусть

yn,i =


zi, 1 ≤ i ≤ n− 1,

zn

(
n∗∑
i=n

ρ1−p′
i

)−1
n∗∑
j=i

ρ1−p′
j , n ≤ i ≤ n∗,

0, i > n∗.

Очевидно, что yn = {yn,i}∞i=1 ∈
◦
Y для всех n. Используя оценку (5), имеем

‖z − yn‖w1
p
≤

(
n∗∑
i=n

ρi|∆zi −∆yn,i|p
) 1
p

+

( ∞∑
i=n∗

ρi|∆zi|p
) 1
p

≤

≤

(
n∗∑
i=n

ρi|∆zi|p
) 1
p

+

(
n∗∑
i=n

ρi|∆yn,i|p
) 1
p

+

( ∞∑
i=n∗

ρi|∆zi|p
) 1
p

≤

≤ 2

( ∞∑
i=n

ρi|∆zi|p
) 1
p

+ |zn|

(
n∗∑
i=n

ρ1−p′
i

)− 1
p′

≤ 3

( ∞∑
i=n

ρi|∆zi|p
) 1
p

.

Откуда ‖z − yn‖w1
p
→ 0 при n→∞. Следовательно, z ∈ ◦w

1

p, т.е.
◦
w

1

p⊃
·
w

1

p.

Обратно, пусть
·
w

1

p=
◦
w

1

p, но
∞∑
i=1

ρ1−p′
i <∞. (6)

Пусть y = {yi}∞i=1 ∈
·
w

1

p и последовательность yn = {yn,i}∞i=1 ∈
◦
w

1

p такая, что ‖y−yn‖w1
p
→ 0 при n→∞.

Тогда в силу (6) для любого j > 1 имеем

|yj − yn,j | ≤
j∑
i=1

|∆(yi − yn,i)| ≤

( ∞∑
i=1

ρ1−p′
i

)− 1
p′

‖y − yn‖w1
p
. (7)
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Если yi = 1 для достаточно больших i, то, в силу (6), принадлежность y ∈ ·w
1

p не нарушается и из (7)
следует yn,j → yj при n → ∞ для всех j ≥ 1. Поэтому для достаточно больших j имеем yn,j > 0. Но

yn,j = 0 при j > m = m(n) > 1. Полученное противоречие доказывает, что из
·
w

1

p=
◦
w

1

p следует (4).
Если выполнено (6), то из (7) имеем yj → 0 при j →∞. Лемма 1 доказана.

Отметим, что следование из (4) равенства
·
w

1

p=
◦
w

1

p доказано в [8] несколько другим путем.

Пусть −∞ ≤ m < n ≤ ∞. Обозначим через
◦
Y (m,n) совокупность ненулевых последовательностей,

для которых y = {yi}ni=m существуют целые числа такие, что t = t(y), s = s(y) : m < t ≤ s < n и yi = 0
при m ≤ i < t и s < i ≤ n.

В настоящей работе исследуется неравенство(
n∑

i=m

vi|yi|q
) 1
q

≤ C

(
n∑

i=m

ρi|∆yi|p
) 1
p

, y ∈
◦
Y (m,n). (8)

При m = 1 и n =∞ неравенство (8) совпадает с неравенством (2) на множестве
◦
w

1

p. Неравенство (8) при
конечных m и n имеет самостоятельное значение.

Положим

Bp,q(m,n) = sup
m<t≤s<n

(
s∑
i=t

vi

) 1
q

[(
t−1∑
i=m

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
n∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
] 1
p

,

αq = inf
λ>1

λ(λq − 1)
1
q

(λ− 1)
, γ0 = γ0(q) =

2q

q + 1

(
2q

q + 1

) 1
q
(

2q

q − 1

) 1
q′

;

γ1 = γ1(q) =
2q

q + 1
q

1
q

(
2q

q − 1

) 1
q′

, γ2 = γ2(q) = qq
1
q (q′)

1
q′ ,

где 1
q + 1

q′ = 1.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и −∞ ≤ m < n ≤ ∞. Неравенство (8) выполнено тогда и только
тогда, когда Bp,q(m,n) <∞. При этом

Bp,q(m,n) ≤ C ≤ 2
1
pαqBp,q(m,n), (9)

где
γ0 < αq < min{γ1, γ2, 4} при q 6= 2; (10)

α2 =

(√
5 + 7√
5− 1

) 1
2

при q = 2,

и C – наименьшая постоянная в (8).
Сначала докажем следующую лемму.

Лемма 2. Пусть f(λ) = λ(λq−1)
1
q

λ−1 , 1 < q <∞. Существует точка λq такая, что

λ2 =
1 +
√

5

2
и

2q

q + 1
< λq < min{q, 2} при q 6= 2; (11)

inf
λ>1

f(λ) = f(λq) =
λ2
q

(λq − 1)
1
q′

и f(λ2) =

(√
5 + 7√
5− 1

) 1
2

, (12)
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и при q 6= 2 имеет место оценка
γ0 < f(λq) < min{γ1, γ2, 4}. (13)

Доказательство. Функция f(λ) непрерывно дифференцируема при λ > 1 и lim
λ→1+

f(λ) = ∞,

lim
λ→∞

f(λ) =∞. Следовательно, она имеет минимум. Производную функции f представим в виде

f ′(λ) =
(λq − 1)

1
q

λ− 1
ϕ(λ) =

1

(λ− 1)2(λq − 1)
1
q′
d(λ),

где ϕ(λ) = λq

λq−1 −
1

λ−1 и d(λ) = λq+1 − 2λq + 1.

При q = 2 имеем d(λ) = λ3 − 2λ2 + 1 = (λ− 1)(λ2 − λ− 1). Откуда d(λ2) = f ′(λ2) = 0, где λ2 = 1+
√

5
2 .

Следовательно, при q = 2 имеем inf
λ>1

f(λ) = f(λ2) =
(√

5+7√
5−1

) 1
2

.

Теперь рассмотрим случай q 6= 2. Пусть λ = 1 + ε, ε > 0. Применяя формулу конечных приращений
Лагранжа, имеем

ϕ(λ) =
(1 + ε)q

(1 + ε)q − 1
− 1

ε
≥ (1 + ε)q

qε(1 + ε)q−1
− 1

ε
=

1

qε
(ε− (q − 1)).

Откуда ϕ(λ) > 0, а тем самым f ′(λ) > 0 при λ > q.
Функция d(λ) в точке λ = 2q

q+1 достигает своего минимума, убывает при 1 < λ < 2q
q+1 и возрастает

при λ > 2q
q+1 . Так как d(2) = 1 > 0, то d(λ) > 0 и f ′(λ) > 0 при λ ≥ 2. Таким образом, f ′(λ) > 0 при

λ ≥ min{q, 2}.
Из d(1) = 0 и убывания функции d(λ) при 1 < λ ≤ 2q

q+1 следует, что f ′(λ) < 0 при 1 < λ ≤ 2q
q+1 .

Поэтому, в силу непрерывности функции f ′, существует точка λq, удовлетворяющая условию (11). Так
как f ′(λq) = ϕ(λq) = 0 и точка λq является точкой пересечения графиков двух убывающих функций
λq

λq−1 и 1
λ−1 , то функция f(λ) убывает при 1 < λ < λq, возрастает при λ > λq и в точке λq принимает

минимум, т.е. inf
λ>1

f(λ) = f(λq). Подставляя λqq − 1 = λqq(λq − 1), вытекающее из ϕ(λq) = 0, в выражение

f(λq), получим f(λq) =
λ2
q

(λq−1)
1
q′
. Таким образом, выполнено (12).

Функция g(t) = t2

(t−1)
1
q′

в точке t = 2q
q+1 принимает минимум. Так как λq > 2q

q+1 , то f(λq) > g
(

2q
q+1

)
.

Поэтому

f(λq) > g

(
2q

q + 1

)
=

2q

q + 1

(
2q

q + 1

) 1
q
(

2q

q − 1

) 1
q′

= γ0(q). (14)

С другой стороны, из (11) имеем

f(λq) < min

{
f

(
2q

q + 1

)
, f(q), f(2)

}
. (15)

Нетрудно заметить, что f(2) < 4. Из ϕ(λq) = 0 и λq < q следует qq

qq−1 >
1
q−1 или q(q − 1)

1
q > (qq − 1)

1
q .

Поэтому

f(q) =
q(qq − 1)

1
q

q − 1
<

q2

(q − 1)
1
q′

= qq
1
q (q′)

1
q′ = γ2(q). (16)

Оценим f
(

2q
q+1

)
:

f

(
2q

q + 1

)
=

2q

q − 1

[(
1 +

q − 1

q + 1

)q
− 1

] 1
q

≤

≤ 2q

q − 1

[
q
q − 1

q + 1

(
2q

q + 1

)q−1
] 1
q

=
2q

q + 1
q

1
q

(
2q

q − 1

) 1
q′

= γ1(q). (17)

Из (14)–(17), с учетом f(2) < 4, имеем (13). Лемма 2 доказана.
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Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (8) с наименьшей посто-
янной C > 0. Пусть α, t, s, β — целые числа, удовлетворяющие условию m < α ≤ t ≤ s ≤ β < n.

Построим пробную последовательность y = {yk} следующим образом

yk ≡ yα,t,s,βk =



k−1∑
i=α−1

ρ1−p′
i

(
t−1∑

i=α−1

ρ1−p′
i

)−1

, α ≤ k ≤ t,

1, t ≤ k ≤ s,
β∑
i=k

ρ1−p′
i

(
β∑
i=s

ρ1−p′
i

)−1

, s ≤ k ≤ β,

0, m ≤ k < α или β < k ≤ n.

Очевидно, что y ∈
◦
Y (m,n). Тогда

(
n∑

i=m

ρi|∆yi|p
) 1
p

=

( t−1∑
i=α−1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
β∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
1
p

(18)

и (
n∑

i=m

vi|yi|q
) 1
q

≥

(
s∑
i=t

vi

) 1
q

. (19)

Из (8), (18) и (19) имеем

(
s∑
i=t

vi

) 1
q

≤ C

( t−1∑
i=α−1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
β∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
1
p

.

Откуда, в силу независимости левой части от α и β, а также независимости постоянной C от t и s, имеем

Bp,q(m,n) ≤ C. (20)

Достаточность. Пусть Bp,q(m,n) < ∞. Пусть y = {yi} ∈
◦
Y (m,n). Не ограничивая общности,

будем считать yi ≥ 0 для всех i. Пусть λ > 1. Для любого целого числа k определим множество
Tk ≡ Tk(λ, y) = {i : yi > λk}. В силу ограниченности множества {yi} существует целое число τ = τ(y, λ)
такое, что Tτ 6= �, Tτ+1 = �. Положим ∆Tk = Tk\Tk+1. Тогда

[m,n] =

τ⋃
k=−∞

Tk =

τ⋃
k=−∞

∆Tk. (21)

Если n = ∞, то [m,n] = [m,∞). Из определения Tk и из Tτ 6= � следует, что Tk 6= � при всех k ≤ τ .
Пусть k < τ . Множество Tk представим в виде Tk =

⋃
j

[tjk, s
j
k], [tjk, s

j
k]
⋂

[tik, s
i
k] = � при i 6= j. Положим

M j
k = Tk+1

⋂
[tjk, s

j
k], Ωk = {j : M j

k 6= �} и для j ∈ Ωk определим xjk = minM j
k , z

j
k = maxM j

k . Тогда t
j
k ≤ x

j
k,

zjk ≤ s
j
k и

Tk+1 ⊂
⋃
j∈Ωk

[xjk, z
j
k], ∆Tk ⊃

⋃
j∈Ωk

(
[tjk, x

i
k − 1]

⋃
[zjk + 1, sjk]

)
. (22)

Пусть tjk < xjk. Тогда

ytjk−1 ≤ λ
k, yxjk

> λk+1 и λk(λ− 1) = λk+1 − λk ≤ yxjk − ytjk−1 =

=

xjk−1∑
i=tjk

∆yi ≤

xjk−1∑
i=tjk

ρ1−p′
i


1
p
xjk−1∑
i=tjk

ρi|∆yi|p


1
p

.
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Откуда

λpk

xjk−1∑
i=tjk

ρ1−p′
i

1−p

≤ 1

(λ− 1)p

xjk−1∑
i=tjk

ρi|∆yi|p. (23)

Аналогично, если zjk < sjk, то

λpk

 sjk∑
i=zjk

ρ1−p′
i

1−p

≤ 1

(λ− 1)p

sjk∑
i=zjk

ρi|∆yi|p. (24)

Пусть zjk = sjk. Тогда ysjk = yzjk
> λk+1, ysjk+1 = yzjk+1 ≤ λ

k и

λk(λ− 1) ≤ yzjk − yzjk+1 = −∆yzjk
=

sjk∑
i=zjk

(−∆yi).

Откуда

λpkρzjk
= λpk

 sjk∑
i=zjk

ρ1−p′
i

1−p

≤
ρzjk

(λ− 1)p
|∆yzjk |

p =
1

(λ− 1)p

sjk∑
i=zjk

ρi|∆yi|p. (25)

Аналогично, если tjk = xjk, то

λpkρxjk−1 = λpk

 xjk−1∑
i=tjk−1

ρ1−p′
i

1−p

≤
ρxjk−1

(λ− 1)p
|∆yxjk−1|

p =
1

(λ− 1)p

xjk−1∑
i=tjk−1

ρi|∆yi|p. (26)

Неравенства (23)–(26) можно, объединив, написать в виде

λpk

xjk−1∑
i=t̃jk

ρ1−p′
i

1−p

≤ 1

(λ− 1)p

xjk−1∑
i=t̃jk

ρi|∆yi|p; (27)

λpk

 sjk∑
i=t̃jk

ρ1−p′
i

1−p

≤ 1

(λ− 1)p

sjk∑
i=zjk

ρi|∆yi|p, (28)

где t̃jk = tjk, если t
j
k < xjk, и t̃

j
k = tjk − 1, если tjk = xjk. Из Bp,q(m,n) <∞ имеем

zjk∑
i=xjk

vi ≤ Bqp,q(m,n)


xjk−1∑
i=t̃jk

ρ1−p′
i

1−p

+

 sjk∑
i=zjk

ρ1−p′
i

1−p
q
p

. (29)

Положим

ω+
k =

{
j ∈ Ωk : tjk < xjk, z

j
k < sjk

}
, ωk,1 =

{
j ∈ Ωk : tjk = xjk, z

j
k < sjk

}
;

ω+
k,2 =

{
j ∈ Ωk : tjk < xjk, z

j
k = sjk

}
, ω−k =

{
j ∈ Ωk : tjk = xjk, z

j
k = sjk

}
;

∆+
k,1 = ω+

k

⋃
ωk,2, ∆+

k,2 = ω+
k

⋃
ωk,1, ∆−k,1 = ω−k

⋃
ωk,1, ∆−k,2 = ω−k

⋃
ωk,2.

Очевидно, что Ωk = ω+
k

⋃
ωk,1

⋃
ωk,2

⋃
ω−k . Из соотношения для ∆Tk в (22) имеем

∆Tk ⊃

 ⋃
j∈∆+

k,1

[tjk, x
j
k − 1]

⋃
 ⋃
j∈∆+

k,2

[zjk + 1, sjk]

 . (30)
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Теперь мы готовы оценить левую часть неравенства (18). Далее будем считать, что сумма по пустому
множеству равна нулю. Поэтому имеем∑

i∈∆Tk+1

vi|yi|q ≤ λq(k+2)
∑

i∈∆Tk+1

vi, (31)

вне зависимости, пустое множество ∆Tk+1 или нет. Используя (21), (22), (31) и равенство

λqk = (1− λ−q)
k∑

t=−∞
λqt, имеем

F ≡
n∑

k=m

vk|yk|q =

τ−1∑
k=−∞

∑
i∈∆Tk+1

vi|yi|q ≤
τ−1∑
k=−∞

λq(k+2)
∑

i∈∆Tk+1

vi =

= λ2q
τ−1∑
k=−∞

λqk
∑

i∈∆Tk+1

vi = λ2q(1− λ−q)
τ−1∑
k=−∞

∑
i∈∆Tk+1

vi

k∑
t=−∞

λqt ≤

≤ λq(λq − 1)

τ−1∑
t=−∞

λqt
∑
k≥t

∑
i∈∆Tk+1

vi = λq(λq − 1)

τ−1∑
t=−∞

λqt
∑

i∈∆Tt+1

vi =

= λq(λq − 1)

τ−1∑
k=−∞

λqk
∑
j∈Ωk

zjk∑
i=xjk

vi. (32)

Подставляя (29) в (32), а затем применяя (27), (28) и неравенство Йенсена, получим

F ≤ λq(λq − 1)Bqp,q(m,n)

τ∑
k=−∞

∑
j∈Ωk

λpk
xjk−1∑
i=t̃jk

ρ1−p′
i

1−p

+ λpk

 sjk∑
i=zjk

ρ1−p′
i

1−p
q
p

≤

≤ λq(λq − 1)

(λ− 1)q
Bqp,q(m,n)

 τ∑
k=−∞

∑
j∈Ωk

xjk−1∑
i=t̃jk

ρi|∆yi|p +

sjk∑
i=zjk

ρi|∆yi|p


q
p

. (33)

Так как

∑
j∈Ωk

xjk−1∑
i=t̃jk

ρi|∆yi|p +

sjk∑
i=zjk

ρi|∆yi|p
 =

∑
j∈ω+

k

xjk−1∑
i=tjk

ρi|∆yi|p +

sjk∑
i=zjk+1

ρi|∆yi|p + ρzjk
|∆yzjk |

p

+

+
∑
j∈ωk,1

ρxjk−1|∆yxjk−1|
p +

sjk∑
i=zjk+1

ρi|∆yi|p + ρzjk
|∆yzjk |

p

+

+
∑
j∈ωk,2

xjk−1∑
i=tjk

ρi|∆yi|p + ρzjk
|∆yzjk |

p

+
∑
j∈ω−k

(
ρxjk−1|∆yxjk−1|

p + ρzjk
|∆yzjk |

p
)

=

=

 ∑
j∈∆+

k,1

xjk−1∑
i=tjk

ρi|∆yi|p +
∑

j∈∆+
k,2

sjk∑
i=zjk+1

ρi|∆yi|p

+

+

 ∑
j∈∆−k,1

ρxjk−1|∆yxjk−1|
p +

∑
j∈∆−k,2

⋃
∆+
k,2

ρzjk
|∆yzjk |

p

 = Fk,1 + Fk,2,
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то, подставляя полученное равенство в (33), имеем

F ≤ λq(λq − 1)

(λ− 1)q
Bqp,q(m,n)

(
τ∑

k=−∞

(Fk,1 + Fk,2)

) q
p

. (34)

На основании (30) имеем Fk,1 ≤
∑

i∈∆Tk

ρi|∆yi|p. Поэтому

τ∑
k=−∞

Fk,1 ≤
τ∑

k=−∞

∑
i∈∆Tk

ρi|∆yi|p =

n∑
i=m

ρi|∆yi|p. (35)

Так tjk − 1 = xjk ≤ λk при j ∈ ∆−k,1 и zjk > λk+1 при j ∈ ∆−k,2
⋃

∆+
k,2, то существуют целые числа

k1 = k1(k, j) < k, k2 = k2(k, j) > k такие, что xjk − 1 ∈ ∆Tk1 , j ∈ ∆−k,1 и zjk ∈ ∆Tk2 , j ∈ ∆−k,2
⋃

∆+
k,2.

Отметим, что ∆Tτ = Tτ . Поэтому
τ∑

k=−∞

Fk,2 ≤
τ∑

k=−∞

∑
i∈∆Tk

ρi|∆yi|p =

n∑
i=m

yi|∆yi|p. (36)

Таким образом, из (34), (35) и (36) получим

F ≤ 2
q
p
λq(λq − 1)

(λ− 1)q
Bqp,q(m,n)

(
n∑

i=m

ρi|∆yi|p
) q
p

или (
n∑

i=m

vi|yi|q
) 1
q

≤ 2
1
p
λ(λq − 1)

1
q

λ− 1
Bp,q(m,n)

(
n∑

i=m

ρi|∆yi|p
) 1
p

.

Левая часть этого неравенства не зависит от λ > 1, поэтому, беря инфимум по λ > 1 в правой части,
получим (

n∑
i=m

vi|yi|q
) 1
q

≤ 2
1
pαqBp,q(m,n)

(
n∑

i=m

ρi|∆yi|p
) 1
p

,

где αq = inf
λ>1

λ(λq−1)
1
q

λ−1 , т.е. неравенство (18) выполнено с оценкой

C ≤ 2
1
pαqBp,q(m,n)

для наименьшей постоянной C, которая вместе с (20) дает (9). Оценка (10) следует из леммы 2. Теорема
1 доказана.

Построим простой пример. Пусть m = 1 и n = 3. Тогда неравенство (8) для y ∈
◦
Y (m,n) имеет вид

(v2|y2|q)
1
q ≤ C(ρ1|y2|p + ρ2|y2|p)

1
p , и оно выполнено тогда и только тогда, когда

Bp,q(1, 3) =
v

1
q

2

(ρ1 + ρ2)
1
p

=

(
2∑
i=2

vi

) 1
q

[(
1∑
i=1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
2∑
i=2

ρ1−p′
i

)1−p] 1
p

<∞,

и наименьшая его константа C = Bp,q(1, 3), т.е. в этом случае левая оценка в (9) точна.

Следствие 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞ и
∞∑
i=1

ρ1−p′
i <∞. Неравенство (2) на множестве

◦
w

1

p выполнено тогда

и только тогда, когда Bp,q(1,∞) <∞. При этом

Bp,q(1,∞) ≤ C ≤ 2
1
pαqBp,q(1,∞),

где α2 =
(√

5+7√
5−1

) 1
2

, при q 6= 2 оценка для величины αq дана в (10), а C – наименьшая постоянная в (2).
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Следствие 1 дает критерий непрерывного вложения E :
◦
w

1

p→ lq,v, где lq,v – совокупность всех последо-
вательностей y = {yi}∞i=1, для которых конечна норма

‖y‖lq,v =

( ∞∑
i=1

vi|yi|q
) 1
q

, 1 < q <∞,

причем норма ‖E‖ оператора вложения E :
◦
w

1

p→ lq,v совпадает с наименьшей постоянной C в (2).

Дополнительные результаты

Теорема 2. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и
∞∑
i=1

ρ1−p′
i < ∞. Тогда вложение E :

◦
w

1

p→ lq,v компактно тогда и
только тогда, когда

lim
t→∞

(Bp,q)t = 0, (37)

где

(Bp,q)t = sup
s≥t

(
s∑
i=t

vi

) 1
q

[(
t−1∑
i=1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(∞∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
] 1
p

.

Доказательство. Необходимость. Пусть вложение E :
◦
w

1

p→ lq,v компактно. Тогда множество

M = {y : y ∈ ◦w
1

p, ‖y‖w1
p
≤ 1} ограничено и относительно компактно в lq,v. По критерию из [9] относительно

компактности ограниченного множества в lq,v имеем

lim
n→∞

sup
y∈M

∞∑
i=n

vi|yi|q = 0. (38)

Пусть yα,t,s,β = {yα,t,s,βi } – последовательность, введенная в необходимой части теоремы 1 при m = 1
и n =∞.

Положим, что

x ≡ xα,t,s,β = yα,t,s,β

( t−1∑
i=α−1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
β∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p−
1
p

. (39)

Тогда из yα,t,s,β ∈
◦
Y (1,∞) и (18) следует, что x ∈ ◦w

1

p и ‖x‖w1
p
≤ 1. Значит, x ∈ M . Пусть {α, t, s, β} =

= {α, t, s, β : 1 < α ≤ t ≤ s ≤ β <∞}. Из (38) имеем

0 = lim
n→∞

sup
y∈M

∞∑
i=n

vi|yi|q ≥ lim
n→∞

sup
{α,t,s,β}

∞∑
i=n

vi|xα,t,s,βi |q ≥

≥ lim
t→∞

sup
s≥t

s∑
i=t

vi[(
t−1∑
i=1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(∞∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
] q
p

= lim
t→∞

(Bp,q)t,

т.е. выполнено (37).
Достаточность. Пусть выполнено (37). Тогда нетрудно заметить, что Bp,q(1,∞) <∞. Пусть n ≥ 1 и

Mn = {y : y ∈
◦
Y (n,∞), ‖y‖w1

p
≤ 1}. Так как Bp,q(1,∞) ≥ Bp,q(n,∞), то на основании теоремы 1 имеем( ∞∑

i=n

vi|yi|q
) 1
q

≤ 2
1
pαqBp,q(n,∞), y ∈Mn. (40)
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Из определения Bp,q(n,∞) следует, что

Bp,q(n,∞) ≤ sup
s≥t>n

(
s∑
i=t

vi

) 1
q

[(
t−1∑
i=1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(∞∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
] 1
p

= sup
t>n

(Bp,q)t. (41)

Пусть n > 1. Для y ∈ M1 определим последовательность yn = {yni } такую, что ynn = yn и yni = 0 при
i 6= n. Положим zi = yi − yni , i ≥ n. Тогда z = {zi}∞i=n ∈Mn. Поэтому на основании (40) и (41) имеем

lim
n→∞

sup
y∈M1

( ∞∑
i=n

vi|yi|q
) 1
q

≤ lim
n→∞

sup
y∈M1

( ∞∑
i=n

vi|yi − yni |q
) 1
q

+ lim
n→∞

sup
y∈M1

( ∞∑
i=n

vi|yni |q
) 1
q

=

= lim
n→∞

sup
z∈Mn

( ∞∑
i=n

vi|zi|q
) 1
q

+ lim
n→∞

vnyn ≤ 2
1
pαq lim

n→∞
sup
t>n

(Bp,q)t = lim
t→∞

(Bp,q)t = 0. (42)

Здесь lim
n→∞

vnyn = 0 в силу y ∈
◦
Y (1,∞). Так как

◦
Y (1,∞) всюду плотно в

◦
w

1

p, то из (42) имеем (38).

Следовательно, вложение E :
◦
w

1

p→ lq,v компактно. Теорема 2 доказана.
Существенной нормой оператора A, действующего из банахового пространства X в банахово про-

странство Z, называется число ‖A‖ess = inf
T∈K

‖A− T‖X→Z , где K – совокупность компактных операторов

из X в Z.
Теорема 3. Пусть 1 < p ≤ q < ∞. Тогда для существенной нормы оператора вложения E :

◦
w

1

p→ lq,v

справедлива оценка 2
1
p′ ≤ ‖E‖essγ−1

p,q ≤ 2
1
pαq, где γp,q = lim

t→∞
sup(Bp,q)t.

Доказательство. Пусть {tk} – последовательность целых чисел такая, что tk →∞ при k →∞ и

lim
k→∞

(Bp,q)tk = lim
t→∞

sup(Bp,q)t.

Из определения величины (Bp,q)t для каждого tk существует целое число sk = sk(tk) ≥ tk такое, что

(Bp,q)tk =

(
sk∑
i=tk

vi

) 1
q

(tk−1∑
i=1

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
∞∑
i=sk

ρ1−p′
i

)1−p
 1
p

. (43)

Пусть αk – наибольшее, а βk – наименьшее целые числа, для которых выполнены неравенства

tk−1∑
i=1

ρ1−p′
i ≤ 2

tk−1∑
i=αk−1

ρ1−p′
i ;

∞∑
i=sk

ρ1−p′
i ≤ 2

βk∑
i=sk

ρ1−p′
i . (44)

Пусть xtk ≡ xαk,tk,sk,βk – последовательность (39) при α = αk, t = tk, s = sk и β = βk. Ясно, что

xtk ∈ ◦w
1

p, sup
k
‖xtk‖w1

p
≤ 1 и lim

k→∞
xtki = 0 для всех i ≥ 1. Кроме того, из (19) при m = 1 и n = ∞ вместе с

(43) и (44) имеем
lim
k→∞

‖xtk‖lq,v ≥ 2
1
p′ lim
k→∞

(Bp,q)tk = 2
1
p′ γp,q.

Пусть T – произвольный компактный оператор из
◦
w

1

p в lq,v. Из lim
k→∞

xtki = 0 для всех i ≥ 1 следует,

что последовательность {tk} сходится к нулю слабо в lq,v. Тогда lim
k→∞

‖Txtk‖lq,v = 0 и

lim
k→∞

‖xtk − Txtk‖lq,v ≥ lim
k→∞

∣∣‖xtk‖lq,v − ‖Txtk‖lq,v ∣∣ = lim
k→∞

‖xtk‖lq,v ≥ 2
1
p′ γp,q.

Серия «Математика». № 4(88)/2017 43



А. Калыбай, Р. Ойнаров, С. Шалгинбаева

Это означает, что
inf
T∈K

‖E − T‖ ◦
w

1

p→lq,v
≥ 2

1
p′ γp,q. (45)

Обозначим через Tn, n > 1, оператор, действующий из
◦
w

1

p в lq,v следующим образом: Ty = ỹn для

любого y ∈ ◦w
1

p, где последовательность ỹn = {ỹni }∞i=1 такая, что ỹni = yi при 1 ≤ i ≤ n и ỹni = 0 при i > n.

Очевидно, что оператор Tn компактен из
◦
w

1

p в lq,v. Тогда y − Ty ∈Mn и, в силу (40) и (41), имеем

‖y − Ty‖lq,v =

( ∞∑
i=n

vi|yi|q
) 1
q

≤ 2
1
pαq sup

t>n
(Bp,q)t.

Значит,
inf
T∈K

‖E − T‖ ◦
w

1

p→lq,v
≤ 2

1
pαqγp,q.

Это неравенство и (45) доказывает теорему 3.
В качестве примера рассмотрим спектральную задачу

−∆(ρi∆yi) = λvi+1yi+1, i = 1, 2, ... (46)

с условием Дирихле
y1 = 0, y∞ = lim

i→∞
yi = 0. (47)

На основании теоремы Релиха изучение спектра задачи (46) и (47) можно свести к изучению оператора

E :
◦
w

1

2→ l2,v (см. [10, глава VI]). Тогда теоремы 1–3 приводят к следующим результатам.

Теорема 4. Пусть
∞∑
i=1

ρ−1
i <∞. Тогда

(i) нижняя граница спектра задачи (46) и (47) отделена от нуля тогда и только тогда, когда
B2,2(1,∞) <∞;

(ii) спектр задачи (46) и (47) дискретен, если и только если lim
t→∞

(B2,2)t = 0;
(iii) для нижней грани µ точки накопления спектра задачи (46) и (47) справедлива оценка

1
2α
−2
2 ≤ µγ2

2,2 ≤ 1
2 , где α2 =

(√
5+7√
5−1

) 1
2

.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и образования Казахстана. Грант
№ 5495/GF4 по направлению «Интеллектуальный потенциал страны».
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А. Қалыбай, Р. Ойнаров, С. Шалгинбаева

Айырымдық түрдегi дискреттi салмақты Харди теңсiздiгi

Мақалада айырымдық түрде жазылған салмақтары бар дискреттi Харди теңсiздiгiнiң орындалуы
үшiн қажеттi және жеткiлiктi шарттар табылған. Есеп финиттi тiзбектер жиынында зерттелдi. Бұл
мақаланың негiзгi нәтижесi зерттелетiн теңсiздiктiң нақты константасының бағалауларын алу бо-
лып табылады. Осы бағалаулар кейбiр айырымдық теңдеулердiң тербелiмдiлiгi және тербелiмсiздiгi
шарттары сияқты сапалық қасиеттерiн анықтау үшiн қолданылады. Бұған қоса, осы негiзгi нәтиже-
лерiнiң салдары ретiнде бiз кейбiр кеңiстiктердiң енгiзiлуiн және бұл енгiзiлуiнiң шағын болуының
критерийлерiн табамыз.

Кiлт сөздер: Харди теңсiздiгi, салмақты тiзбектер, оператор, тiзбектер кеңiстiгi, енгiзiлу, теңсiздiк.

A. Kalybay, R. Oinarov, S. Shalginbayeva

Discrete weighted Hardy inequality in difference form

In this paper we find necessary and sufficient conditions for the fulfillment of the discrete Hardy inequality
with weights written in the difference form. The problem is investigated on the set of finitely supported
sequences. The key result of this article is finding of estimates for the exact constant of this inequality. These
estimates will be later used to establish qualitative characteristics, such as oscillation and non-oscillation
conditions, of certain difference equations. Moreover, as a consequence of the main results, we find criteria
for the embedding of some spaces and for the compactness of this embedding.

Keywords: Hardy inequality, weighted sequences, operator, space of sequences, embedding, compactness.
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Асимптотическое разложение решения сингулярно
возмущенной краевой задачи с граничными скачками

В статье рассмотрена сингулярно возмущенная общая краевая задача для дифференциального урав-
нения третьего порядка в условно устойчивом случае. Определен вид асимптотики искомого решения
с помощью установленных асимптотических оценок решения исследуемой сингулярно возмущенной
краевой задачи. Описан алгоритм, при помощи которого определяются последовательно все члены
асимптотического разложения для рассматриваемой задачи. Установлены экспоненциальные оцен-
ки для пограничных функций. Получена оценка асимптотической точности, которую дает частичная
сумма асимптотического разложения решения рассматриваемой сингулярно возмущенной общей кра-
евой задачи. Доказана теорема о существовании, единственности и справедливости асимптотического
разложения решения краевой задачи. Исследованы вопросы предельного перехода решения возму-
щенной задачи к решению невозмущенной задачи при стремлении малого параметра к нулю, суще-
ствования явления граничных скачков. Найдены формулы для граничных скачков, порядки скачков.

Кючевые слова: дифференциальные уравнения, сингулярные возмущения, краевая задача, граничные
скачки, малый параметр, асимптотика, предельный переход.

Введение

Для построения асимптотических приближений решений некоторых сингулярно возмущенных кра-
евых задач возникает вопрос о предварительном определении характера роста производных искомого
решения в граничной точке при стремлении малого параметра к нулю. К таким задачам можно отне-
сти краевые задачи с начальными скачками [1, 2]. В [3, 4] выделены классы краевых задач, обладающих
явлением начальных скачков, получены асимптотические оценки решения этих задач. Однако в этих ра-
ботах ничего не говорится о точности асимптотических приближений. Естественно поставить вопрос о
получении равномерной асимптотики решения и их производных с точностью до произвольного порядка.
Именно это и является целью настоящей работы.

Постановка задачи. Рассмотрим следующую сингулярно возмущенную краевую задачу:

Lεy ≡ ε2y′′′ + εA(t)y′′ +B(t)y′ + C(t)y = F (t); (1)

L1y ≡ α10y(0, ε) + α11y
′(0, ε) + β10y(1, ε) = a1; ,

L2y ≡ α21y
′(0, ε) + β20y(1, ε) = a2; , (2)

L3y ≡ α30y(0, ε) + β30y(1, ε) = a3,

где ε > 0 – малый параметр; ai, αij , βij – константы.
В работе [1] были установлены следующие предельные равенства:

lim
ε→0

y (t, ε) = ȳ (t) , 0 ≤ t ≤ 1, lim
ε→0

y(j) (t, ε) = ȳ(j) (t) , 0 < t < 1, j = 1, 2, (3)

где y (t, ε) — решение задачи (1), (2); ȳ (t) — решение соответствующей вырожденной задачи. Из
(3) видно, что ȳ(j) (t) , j = 1, 2, можно использовать в качестве асимптотического приближения
к y(j) (t, ε) , j = 1, 2, только на промежутке 0 < t0(ε) ≤ t ≤ t1(ε) < 1, причем эти предельные равенства ни-
чего не говорят о точности этих приближений. Естественно поставить вопрос о получении равномерного
приближения с любой точностью по малому параметру.
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Построение асимптотического разложения решения краевой задачи

Для построения асимптотики решения задачи (1), (2) потребуем выполнения следующих условий:
I. Пусть коэффициенты A(t), B(t), C(t) и правая часть F (t) уравнения (1) достаточное число раз

дифференцируемы на отрезке 0 ≤ t ≤ 1.
II. Пусть B(t) 6= 0 при t ∈ [0, 1] и α̃ = α10α21β30 − α30α21β10 + α11α30β20 6= 0.
III. Дополнительное характеристическое уравнение

µ3 +A(t)µ2 +B(t)µ = 0

имеет различные корни µ1, µ2, µ3, причем µ1 = 0, Reµ2 < 0, Re µ3 > 0.
Исходя из оценки (18) работы [1], заключаем, что асимптотическое разложение решения задачи (1),

(2) следует искать в виде

y (t, ε) = yε (t) + ε uε (τ) + wε (s) , τ =
t

ε
, s =

t− 1

ε
, 0 ≤ t ≤ 1 (4)

Подставим (4) в (1):

ε2y′′′ε (t) +
d3uε
dτ3

+
1

ε

d3wε
ds3

+ εA (t)

(
y′′ε (t) +

ε

ε2

d2uε
dτ2

+
1

ε2

d2wε
ds2

)
+

+B (t)

(
y′ε (t) +

duε
dτ

+
1

ε

dwε
ds

)
+ C (t) (yε (t) + ε uε (τ) + wε (s)) = F (t) . (5)

Теперь, приравнивая в (5) выражения, зависящие от t, τи s по отдельности, получаем:

ε2y′′′ε (t) + εA (t) y′′ε (t) +B (t) y′ε (t) + C (t) yε (t) = F (t) ; (6)

d3uε
dτ3

+A (ετ)
d2uε
dτ2

+B (ετ)
duε
dτ

+ εC (ετ)uε (τ) = 0; (7)

d3wε
ds3

+A (1 + εs)
d2wε
ds2

+B (1 + εs)
dwε
ds

+ εC (1 + εs)wε (s) = 0 (8)

Решение уравнения (6) ищем в виде разложения

yε (t) = y0 (t) + εy1 (t) + ε2y2 (t) + ..., (9)

а решения (7) и (8) в виде

uε (τ) = u0 (τ) + εu1 (τ) + ε2u2 (τ) + ... . (10)

wε (s) = w0 (s) + wu1 (s) + ε2w2 (s) + ... . (11)

Подставляя (9) в (6) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получаем:

B (t) y′0 (t) + C (t) y0 (t) = F (t) ; (12)0

B (t) y′1 (t) + C (t) y1 (t) = −A (t) y′′0 (t); (12)1

B (t) y′k (t) + C (t) yk (t) = −A (t) y′′k−1 (t)− y′′′k−2 (t) . (12)k

Теперь, подставляя (10) в (7), представляя A (ετ) , B (ετ) , C (ετ) в ряды по степеням ε и приравнивая
выражения стоящих при одинаковых степенях ε, находим:

d3u0

dτ3
+A(0)

d2u0

dτ2
+B(0)

du0

dτ
= 0; (13)0

d3u1

dτ3
+A(0)

d2u1

dτ2
+B(0)

du1

dτ
= Φ1 (τ) ; (13)1
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d3uk
dτ3

+A(0)
d2uk
dτ2

+B(0)
duk
dτ

= Φk (τ) k = 2, 3, ..., (13)k

где

Φ1 (τ) = −A
′ (0) τ

1!
ü0 (τ)− B′ (0) τ

1!
u̇0 (τ) + C(0)u0 (τ) ;

Φk (τ) = −
k∑
j=1

A(j) (0) τ j

j!
ük−j (τ)−

k−1∑
j=0

B(j) (0) τ j

j!
u̇k−j (τ)−

k∑
j=1

C(j−1) (0) τ j−1

(j − 1)!
uk−j (τ) (14)

Здесь точки сверху означают производные по τ .
Аналогично, подставляя (11) в (8), представляя A (1 + εs) , B (1 + εs) , C (1 + εs) в ряды по степеням

ε и приравнивая выражения стоящих при одинаковых степенях ε находим:

d3w0

ds3
+A(1)

d2w0

ds2
+B(1)

dw0

ds
= 0; (15)0

d3w1

ds3
+A(1)

d2w1

ds2
+B(1)

dw1

ds
= P1 (s); (15)1

d3wk
ds3

+A(1)
d2wk
ds2

+B(1)
dwk
ds

= Pk (s) , k = 2, 3, ..., (15)k

где

P1 (s) = −A
′ (1) s

1!
ẅ0 (s)− B′ (1) s

1!
ẇ0 (s) + C(1)w0 (s);

Pk (s) = −
k∑
j=1

A(j) (1) sj

j!
ẅk−j (s)−

k−1∑
j=0

B(j) (1) sj

j!
ẇk−j (s)−

k∑
j=1

C(j−1) (1) sj−1

(j − 1)!
wk−j (s). (16)

Здесь точки сверху означают производные по s.
Для однозначного определения yk (t), uk (τ) , wk(s) подставим разложения (4), (9), (10), (11) в краевые

условия (2):

α10

(
y0 (0) + εy1 (0) + ...+ εkyk (0) + ...+ εu0 (0) + ε2u1 (0) + ...+ εkuk−1 (0) + ...

)
+

+α11

(
y′0 (0) + εy′1 (0) + ...+ εky′k (0) + ...+ u̇0 (0) + εu̇1 (0) + ...+ εku̇k (0) + ...

)
+

+β10

(
y0 (1) + εy1 (1) + ...+ εkyk (1) + ...+ w0 (0) + εw1 (0) + ...+ εkwk (0) + ...

)
= a1;

α21

(
y′0 (0) + εy′1 (0) + ...+ εky′k (0) + ...+ u̇0 (0) + εu̇1 (0) + ...+ εku̇k (0) + ...

)
+

+β20

(
y0 (1) + εy1 (1) + ...+ εkyk (1) + ...+ w0 (0) + εw1 (0) + ...+ εkwk (0) + ...

)
= a2;

α30

(
y0 (0) + εy1 (0) + ...+ εkyk (0) + ...+ εu0 (0) + ε2u1 (0) + ...+ εkuk−1 (0) + ...

)
+

+β30

(
y0 (1) + εy1 (1) + ...+ εkyk (1) + ...+ w0 (0) + εw1 (0) + ...+ εkwk (0) + ...

)
= a3.

Отсюда, приравнивая выражения стоящих при одинаковых степенях ε, получаем:

L1y0 + α11u̇0 (0) + β10w0 (0) = a1;

L2y0 + α21u̇0 (0) + β20w0 (0) = a2; (17)

L3y0 + β30w0 (0) = a3;

L1yk + α11u̇k (0) + β10wk (0) = −α10uk−1 (0);

L2yk + α21u̇k (0) + β20wk (0) = 0; (18)k

L3yk + β30wk (0) = −α30uk−1 (0).

Серия «Математика». № 4(88)/2017 49



Д.Н. Нургабыл, У.А. Бекиш

Следовательно, условие для решения ȳ(t) вырожденного уравнения (12)0 можно получить из (17) в
виде

Hȳ ≡ α̃ ȳ (0) = ã, (19)

где α̃ = α10α21β30 − α30α21β10 + α11α30β20, ã = α21β30a1 − α11β30a2 + (α11β20 − α21β10)a3, что является
одним из особенностей исследуемой задачи. Условия I, II позволяют определить решение ȳ(t) вырожденной
задачи (12)0, (19) однозначно на отрезке 0 ≤ t ≤ 1:

ȳ(t) = ã
u1(t)

α̃
+

∫ t

1

u1(t)F (s)

u1(s)B(s)
ds, ȳ′(t) = ã

u′1(t)

α̃
+

∫ t

1

u′1(t)F (s)

u1(s)B(s)
ds+

F (t)

B(t)
.

Обратимся к системе (17). Используя первые два уравнения системы (17) и начальное условие (19),
получаем:

w0 (0) =
ā− α̃y0 (1)

α̃
; (20)

u̇0 (0) =
¯̄a− α̃y′0 (0)

α̃
, (21)

где ā = α11α30a2 − α21α30a1 + α21α10a3, ¯̄a = α30β20a1 − α10β20a3 + (α10β30 − α30β10)a2.
Теперь в (15)0, используя корень µ = µ3, где Reµ3 > 0, и условие (20), получаем:

w0 (s) =
ā− α̃y0 (1)

α̃
eµ3(1)s, s ≤ 0; ẇ0 (s) = µ3(1)

ā− α̃y0 (1)

α̃
eµ3(1)s, s ≤ 0 (22)

Аналогично в (13)0 используя корень µ = µ2, где Reµ2 < 0, и условие (21), получаем:

u̇0 (τ) =
¯̄a− α̃y′0 (0)

α̃
eµ2(0)τ , u0 (τ) =

¯̄a− α̃y′0 (0)

µ2(0)α̃
eµ2(0)τ . (23)

Кроме того, из (22) и (23) находим

ẅ0 (s) = µ2
3(1)

ā− α̃y0 (1)

α̃
eµ3(1)s , s ≤ 0; ü0 (τ) = µ2(0)

¯̄a− α̃y′0 (0)

α̃
eµ2(0)τ . (24)

Из формул (22)–(24) для w0 (s) , ẇ0 (s) , ẅ0 (s) , u0 (τ) , u̇0 (τ) , ü0 (τ) получим экспоненциальные оценки∣∣∣u(j)
0 (τ)

∣∣∣ ≤ Keµ̄2(0)τ , τ ≥ 0;
∣∣∣w(j)

0 (τ)
∣∣∣ ≤ Keµ̄3(1)s, s ≤ 0, j = 0, 1, 2. (25)

Итак, построены члены асимптотики нулевого порядка. В свою очередь из системы (18)k определяются
начальные условия

yk(0) = uk−1(0), wk(0) = yk(0), u̇k(0) = −y′k(1). (26)k

Теперь обратимся к уравнению (12)1 и условиям (26)1. Откуда получаем задачу

B (t) y′1 (t) + C (t) y1 (t) = −A (t) y′′0 (t), y1(0) = u0(0).

Отсюда определяется y1(t) при 0 ≤ t ≤ 1.
Далее обратимся к уравнениям (15)1, (17)1 и равенствам (22). Откуда получаем задачи

d3w1

ds3
+A(1)

d2w1

ds2
+B(1)

dw1

ds
= P1 (s) , ẇ1 (0) = y1 (1) ; (27)

d3u1

dτ3
+A(0)

d2u1

dτ2
+B(0)

du1

dτ
= Φ1 (τ) , u̇1 (0) = −y′1 (0) , (28)

где
Φ1 (τ) = eµ2(0)τ Φ̃1 (τ) , τ ≥ 0, P1 (s) = P̃1 (s) eµ3(1)s , s ≤ 0,

Φ̃1 (τ) — многочлен первой степени относительно τ ; P̃1 (s) — многочлен первой степени относительно s.
Тогда, в силу условия III, задача (27) имеет решение

ẇ1 (s) = y1 (1) eµ3(1)s + s z1 (s) eµ3(1)s, s ≤ 0, (29)
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где функция z1 (s) — многочлен первой степени. Из (29), используя требования w1 (s) → 0 при s → −∞,
получаем:

w1 (s) =
y1 (1)

µ3(1)
eµ3(1)s −

∫ −∞
s

p z1 (p) eµ3(1)pdp , s ≤ 0, w1 (0) =
y1 (1)

µ3(1)
−
∫ −∞

0

p z1 (p) eµ3(1)pdp;

ẅ1 (s) = µ3(1)y1 (1) eµ3(1)s + (z1 (s) + s z′1 (s) + s z1 (s)µ3(1)) eµ3(1)s , s ≤ 0. (30)

В силу условия III задача (28) имеет решение

u̇1 (τ) = −y′1 (0) eµ2(0)τ + τ x1 (τ) eµ2(0)τ , τ ≥ 0. (31)

Здесь функция x1 (τ) — многочлен первой степени. Отсюда, используя требования u1 (τ)→ 0 при τ → +∞,
получаем:

u1 (τ) = −y
′
1 (0)

µ2(0)
eµ2(0)τ −

∫ ∞
τ

p x1 (p) eµ2(0)pdp u1 (0) = −y
′
1 (0)

µ2(0)
−
∫ ∞

0

p x1 (p) eµ2(0)pdp, (32)

а также имеем

ü1 (τ) = −y′1 (0)µ2(0)eµ2(0)τ + (x1 (τ) + τ x′1 (τ) + τ x1 (τ)µ2(0)) eµ2(0)τ , τ ≥ 0. (33)

Из формул (29)–(33) вытекают оценки для w1 (s) , ẇ1 (s) , ẅ1 (s) , u1 (τ) , u̇1 (τ) , ü1 (τ):∣∣∣u(j)
1 (τ)

∣∣∣ ≤ Keµ̄2(0)τ , τ ≥ 0,
∣∣∣w(j)

1 (s)
∣∣∣ ≤ Keµ̄3(1)s, s ≤ 0, j = 0, 1, 2. (34)

Таким образом, определены члены разложения (4) с номером 1.
Определение следующих членов асимптотики проходит по такой же схеме для любого k ≥ 2. Допустим,

что уже определены все члены с номерами до k−1 включительно, причем для функций wi (s) , ẇi (s) , üi (s) ,
ui (τ) , u̇i (τ) , üi (τ) , i = 0, 1, ..., k − 1, получаются выражения типа (22)–(24), (29)–(33):

üi (τ) = −y′i (0)µ2(0)eµ2(0)τ + (xi (τ) + τ x′i (τ) + τ xi (τ)µ2(0)) eµ2(0)τ , τ ≥ 0.

u̇i (τ) = −y′i (0) eµ2(0)τ + τ xi (τ) eµ2(0)τ , τ ≥ 0. (35)

ui (τ) = − y
′
i (0)

µ2(0)
eµ2(0)τ −

∫ ∞
τ

p xi (p) eµ2(0)pdp , τ ≥ 0.

ẅi (s) = µ3(1)yi (1) eµ3(1)s + (zi (s) + s z′i (s) + s zi (s)µ3(1)) eµ3(1)s , s ≤ 0.

ẇi (s) = yi (1) eµ3(1)s + s zi (s) eµ3(1)s , s ≤ 0. (36)

wi (s) =
yi (1)

µ3(1)
eµ3(1)s −

∫ −∞
s

p zi (p) eµ3(1)pdp , s ≤ 0.

отсюда последовательно получаем, что функции wi (s) , ẇi (s) , üi (s) , (i = 0, 1, ..., k − 1), при s → −∞,
функции ui (τ) , u̇i (τ) , üi (τ) , (i = 0, 1, ..., k − 1), при τ → +∞ будут экспоненциально убывающими:∣∣∣u(j)

i (τ)
∣∣∣ ≤ Keµ̄2(0)τ , τ ≥ 0,

∣∣∣w(j)
i (s)

∣∣∣ ≤ Keµ̄3(1)s, s ≤ 0, j = 0, 1, 2. (37)

Тогда из (12)k , (26)k получим задачу

B (t) y′k (t) + C (t) yk (t) = −A (t) y′′k−1 (t)− y′′′k−2 (t) , yk(0) = uk−1(0).

Отсюда однозначно определяется yk(t) при 0 ≤ t ≤ 1.
Рассмотрим Φk (τ) , Pk (s) из (14), (16), где Φk (τ) выражается через u

(j)
i (τ) (j = 0, 1, 2; i < k),

a Pk (s) — через w
(j)
i (s) (j = 0, 1, 2; i < k). Тогда с учетом (22)–(24), (29)–(33), (35), (36) функции

Φk (τ),Pk (s) записываются в виде

Серия «Математика». № 4(88)/2017 51



Д.Н. Нургабыл, У.А. Бекиш

Φk (τ) = eµ2(0)τ Φ̃k (τ) ; τ ≥ 0, Pk (s) = P̃k (s) eµ3(1)s , s ≤ 0, (38)

Φ̃k (τ) — многочлен первой степени относительно τ ; P̃k (s) — многочлен первой степени относительно s.
С учетом (38) из (13)k , (15)k для wk (τ), uk (τ) получаем уравнение

d3wk
ds3

+A(1)
d2wk
ds2

+B(1)
dwk
ds

= P̃k (s) eµ3(1)s , s ≤ 0; (39)

d3uk
dτ3

+A(0)
d2uk
dτ2

+B(0)
duk
dτ

= eµ2(0)τ Φ̃k (τ) , τ ≥ 0. (40)

Решая (49), (50) с учетом (26)k:

wk(0) = yk(1), u̇k(0) = −y′k(1),

получаем решения
u̇k (τ) = −y′k (1) eµ2(0)τ + τ xk (τ) eµ2(0)τ , τ ≥ 0; (41)

ẇk (τ) = yk (1) eµ3(1)s + s zk (s) eµ3(1)s , s ≤ 0. (42)

Решая (41), (42), с учетом требований uk (τ) → 0 при τ → +∞, wk (τ) → 0 при s → −∞, получаем
решения

uk (τ) = −y
′
k (0)

µ2(0)
eµ2(0)τ −

∫ ∞
τ

p xk (p) eµ2(0)pdp , τ ≥ 0;

wk (τ) = −y
′
k (1)

µ3(1)
eµ3(1)s −

∫ −∞
s

p zk (p) eµ3(1)pdp , s ≤ 0. (43)

и начальные условия

wk (0) = −y
′
k (1)

µ3(1)
−
∫ −∞

0

p xk (p) eµ3(1)pdp; uk (0) = −y
′
k (0)

µ2(0)
−
∫ ∞

0

p xk (p) eµ2(0)pdp (44)

Из (41), (42) будем иметь

ẅk (s) = −µ3(1)y′k (1) eµ3(1)s + (zk (s) + s z′k (s) + s zk (s)µ3(1)) eµ3(1)s , s ≤ 0;

ük (τ) = −y′k (0)µ2(0)eµ2(0)τ + (xk (τ) + τ x′k (τ) + τ xk (τ)µ2(0)) eµ2(0)τ , τ ≥ 0. (45)

Из (41), (52), (43), (45) вытекает справедливость следующих оценок:∣∣∣u(j)
k (τ)

∣∣∣ ≤ Keµ̄2(0)τ τ ≥ 0;
∣∣∣w(j)
k (s)

∣∣∣ ≤ Keµ̄3(1)s, s ≤ 0, j = 0, 1, 2. (46)

Таким образом, члены разложения (4) при всех k = 1, 2, ... построены.

Доказательство справедливости асимптотического разложения решения краевой задачи

Для доказательства справедливости асимптотического разложения решения задачи (1), (2) опреде-
лим члены разложения (4), (9)–(11) до номера N включительно и образуем частичную сумму YN (t, ε)
разложения (4):

YN (t, ε) =

N∑
k=0

εkyk (t) + ε

N∑
k=0

uk

(
t

ε

)
εk +

N∑
k=0

wk

(
t− 1

ε

)
εk. (47)

Лемма. Пусть выполнены условия I–III. Тогда функция YN (t, ε), выражаемая формулой (47), удо-
влетворяет сингулярно возмущенную задачу (1), (2) с точностью порядка O

(
εN+1

)
при ε→ 0:
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LεYN (t, ε)− F (t) = O
(
εN+1

)
, 0 ≤ t ≤ 1; (48)

L1YN − a1 = O(εN+1) , L2YN − a2 = O
(

exp
(
−ν
ε

))
, L3YN − a3 = O

(
εN+1

)
.

Доказательство леммы непосредственно следует из самого способа построения функций yk (t) ,
Wk (τ) .

Теорема. Пусть выполнены условия I–III. Тогда при достаточно малых ε > 0 на сегменте 0 ≤ t ≤ 1
решение задачи (1), (2) существует, единственно и удовлетворяет оценке

y (t, ε) = YN (t, ε) +O
(
εN+1

)
, 0 ≤ t ≤ 1. (49)

Доказательство. Положим R (t, ε) = y (t, ε)−YN (t, ε), где y (t, ε) — решение задачи (1), (2); YN (t, ε) —
частичная сумма разложения (4). Подставив y (t, ε) = R (t, ε) + YN (t, ε) в задачу (1), (2), для остаточного
члена R (t, ε) получим задачу

LεR = ε2R′′′ + εA (t)R′′ +B (t)R′ + C (t)R = F (t, ε) ; (50)

L1R = a1 − L1YN = O(εN+1) , L2R = a2 − L2YN = −H(t, ε) , L3R = a3 − L3YN = O
(
εN+1

)
, (51)

где F (t, ε) = F (t)−
[
ε2Y ′′′N + εA (t)Y ′′N +B (t)Y ′N + C (t)YN

]
, которая в силу (49), удовлетворяет при

достаточно малых ε оценкам

F (t, ε) = O
(
εN+1

)
, 0 ≤ t ≤ 1 . (52)

Задача (50), (51) удовлетворяет всем условиям теоремы 1 работы [1]. Применяя теперь утверждения
этой теоремы к краевой задаче (50), (51) и оценку (52), получим, что при достаточно малых ε решение
задачи (61), (62) существует, единственно и удовлетворяет оценке max

0≤t≤1
|R (t, ε)| = O

(
εN+1

)
. Теорема

доказана.
Из доказанной теоремы следует, что

lim
ε→0

y(t, ε) = y0(t), 0 ≤ t < 1, lim
ε→0

y′(t, ε) = y′0(t), 0 < t < 1;

∆0
1 = lim

ε→0
y(1, ε)− y0(1) =

1

α̃

(
ā−H0

1 ȳ
)
, y′(1, ε) =

µ3(1)

εα̃

(
ā−H1

0 ȳ +O(ε)
)

;

∆1
0 = lim

ε→0
y′(0, ε)− y′0(0) =

1

α̃

(
¯̄a−H1

0 ȳ
)
, y′′(1, ε) =

µ2(0)

εα̃

(
¯̄a−H1

0 ȳ +O(ε)
)
,

где H0
1 ȳ = α̃y(0), H1

0 ȳ = α̃ȳ′(0).
Отсюда заключаем, что сингулярно возмущенная краевая задача (1), (2) в окрестности точки t = 0

обладает явлением скачка первого порядка, а в окрестности точки t = 1 — явлением скачка нулевого
порядка, что является одной из особенностей изучаемой задачи.
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Д.Н. Нұрғабыл, Ұ.А. Бекiш

Шеттiк секiрiсi бар ерекше ауытқыған шекаралық есеп
шешiмiнiң асимптотикалық жiктелiсi

Мақалада шартты орнықты үшiншi реттi дифференциалдық теңдеулер үшiн ерекше ауытқыған ше-
каралық есеп қарастырылды. Зерттелiп отырған ерекше ауытқыған есеп шешiмiнiң асимптотикалық
бағамдары арқылы iзделiндi, шешiмнiң асимптотикасының түрi анықталды. Қарастырылып отыр-
ған есеп шешiмiнiң асимптотикалық жiктелiсiнiң барлық мөшелерiн тiзбектей анықтау алгоритмi
көрсетiлдi. Шеттiк функциялардың экспоненциалдық бағамдары алынды. Қарастырылып отырған
ерекше ауытқыған шекаралық есеп шешiмiнiң асимптотикалық жiктелiсiнiң дербес қосындысы бе-
ретiн асимптотикалық дәлдiктiң бағамы анықталды. Шекаралық есеп шешiмiнiң бар болуы, жалғыз-
дығы және асимптотикалық жiктелiстiң негiздiлiгi туралы теорема дәлелдендi. Кiшкене параметр
нөлге ұмтылғанда ауытқыған есеп шешiмiнiң ауытқымаған есеп шешiмiне шектiк көшуi туралы, шет-
тiк секiрiстер құбылысының барлығы туралы сұрақтары зерттелдi. Шеттiк секiрiстер формулалары,
олардың реттерi табылды.

Кiлт сөздер: дифференциалдық теңдеулер, ерекше ауытқу, шекаралық есеп, шеттiк секiрiстер, кiшi
параметр, асимптотика, шекке көшу.

D.N. Nurgabyl, U.A. Bekish

Asymptotic expansion of the solution of a singularly perturbed
boundary value problem with boundary initial jumps

In this paper we consider a singularly perturbed general boundary value problem for a third-order differential
equation in the conditionally stable case. The form of the asymptotics of the desired solution is determined
with the help of the established asymptotic estimates for the solution of the singularly perturbed boundary-
value problem under study. An algorithm is described with which all the terms of the asymptotic expansion
for the problem under consideration are determined successively. Exponential estimates for boundary
functions are established. An asymptotic accuracy estimate is obtained that is obtained by the partial sum
of the asymptotic expansion of the solution of the singularly perturbed general boundary value problem
under consideration. A theorem on the existence, uniqueness, and validity of the asymptotic expansion
of the solution of the boundary value problem is proved. The questions of the limiting transition of the
solution of the perturbed problem to the solution of the unperturbed problem are studied with the small
parameter tending to zero, the existence of the boundary jump phenomenon. Formulas for boundary jumps,
and the order of jumps are found.

Keywords: differential equations, singular perturbations, boundary value problem, boundary jumps, small
parameter, asymptotic, limit transition.
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Mathematical model of non-isothermal flow
of oil through the trunk pipeline

In this article are described a non-isothermal current of high-viscosity oil. A non-isothermal current of
viscous liquid on the trunk pipeline it is characteristic of transportation of oil and oil products with
preliminary heating from places of production to a customer, of a current of hot water from combined
heat and power plant to inhabited arrays and production locations, etc. The one-dimensional mathematical
model of a non-isothermal current of viscous liquid and a formula of cost fuel – power expenses for the
stationary mode of a current are examined. It is spoken in detail the process of calculation of optimum speed
of a current for transportation of high-viscosity oil and oil products in the warmed-up state on pipelines at
which the total cost of energy costs of pumping and heating of oil would be minimum.

Keywords: high-viscosity oil, viscous liquid, non-isothermal current, stationary mode of a current, pipeline,
energy expenses, speed of current.

Introduction

The Kazakhstan oil is considered very viscous, and its transportation in the warmed-up state on pipes
requires big energy expenses. On the other hand, the considerable time pipelines work with plan underload.
Therefore, the choice of the modes of a current in case of which the cost of pumping will be minimum is very
demanded. The purpose of work – to investigate process of non-isothermal flow of high-viscosity oil in the
main pipeline and to find such management of process of a flow at which the total cost for power expences of
pumping and for heating of oil would be minimum when transporting by the pipelines working with planned
under loading [1].

For achieving the purpose it is necessary to solve the following problems:
– to study process of non-isothermal flow of high-viscosity oil in the main pipeline;
– to put and solve the problem of a thermo - hydraulic flow of liquid in the pipeline;
– to estimate the cost of transportation of high-viscosity oil;
– to calculate the optimum speed of a flow of oil at which cost would be minimum.

Basic calculations

Computation of optimum speed of operation of the underloaded oil pipeline were executed by means of
object-oriented programming language С#.

Calculation of temperature, pressure and energy consumption for operation of the pipeline

Calculation of temperature at an entrance to each site. Calculation of temperature is calculated by means
of the following formula

T+
j−1 = Tenv + (T−j − Tenv) · e

αj−1
w ;

T−j = Tmin = 33 ◦C.

For finding of temperatures on sites, it is necessary for us a difference of sites, which they are provided in
drawing from above under Lj value (Fig. 1) [2].

Lj = [x1, x2, x3, x4, x5] = [145000, 177000, 111000, 95000, 213000]km.
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Figure 1. Distribution of temperature along the route of the oil pipeline

Calculation of pressure on an entrance to each site (Fig. 2). Calculation of pressure on an entrance to each
site is calculated by means of the following formula

∆Pj = P+
j − P

−
j = Hj−1 + E · w2−m[Aj−1 −Bj−1 ·∆Tenv · w(e

αj−1

w (xj−1−xj) − 1)];

P−j = Pmin = 2atm.

Figure 2. Distribution of pressure along the route of the oil pipeline [2]

Calculation of energy consumption for exploitation of the pipeline. Calculation of cost is calculated by means
of the following formula

S = ae · w ·
N∑
j=1

ϕj∆Pj + δ · w ·
N∑
j=1

yj∆Tj .

Calculation of optimal speed

Calculation of optimal speed is calculated by means of the following formula

w = δ ·∆Tenv
N∑
j=1

yjαj · e
αj−1
w + αe · E · w3−m[(4−m) ·∆Tenv · w ·

N∑
j=1

yjBj(e
αj−1
w − 1)−

−(3−m)

N∑
j=1

yjAj −∆Tenv

N∑
j=1

yjBjαje
αj−1
w ] :

: [αe

N∑
j=1

ϕjHj + δ ·∆Tenv
N∑
j=1

yj(e
αj−1
w − 1)].

By means of the found speeds, we find anew temperature, pressure and cost. In which speed, cost will be
minimum – it will be optimum speed [3-5].

Results of thermal-hydraulic calculation for different seasons

Heat hydraulic calculation for spring. For spring temperature surrounding will be Tenv = 10 ◦C.
In Figure 3 provides the view of interface which gives the results of thermal-hydraulic calculation for spring.

Серия «Математика». № 4(88)/2017 57



G.Saltanova, Т. Aisina

Figure 3. Window of results of thermal-hydraulic calculation for spring

From Figure 4, we can assume that at w = 0, 61 speed, we have the minimum cost. Therefore, for spring it
will also be optimum speed.

Figure 4. Dependence of working cost of the oil pipeline on speed

Thermal-hydraulic calculation for summer. For summer temperature surrounding will be Tenv = 18 ◦C.
In Figure 5 provides the view of interface which gives the results of thermal-hydraulic calculation for summer.

Figure 5. Window of results of thermal-hydraulic calculation for summer

From Figure 6, we can assume that at w = 0, 59 speed, we have the minimum cost. Therefore, for summer
it will also be optimum speed.

Thermal-hydraulic calculation for winter.For summer temperature surrounding will be Tenv = 2 ◦C.

58 Вестник Карагандинского университета



Mathematical model of non-isothermal flow...

Figure 6. Dependence of working cost of the oil pipeline on speed

In Figure 7 provides the view of interface which gives the results of thermal-hydraulic calculation for winter.

Figure 7. Window of results of thermal-hydraulic calculation for winter

From Figure 8, we can assume that at w = 0, 62 speed, we have the minimum cost. Therefore, for winter it
will also be optimum speed.

Figure 8. Dependence of working cost of the oil pipeline on speed
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In Figure 9 provide the change of optimum speed at different seasons, i.e. for spring, summer and winter.

Figure 9. The change of optimum speeds at different seasons

We can assume, in winter that transportation requires more speed than in other two seasons. And respectively,
there will be more energy consumption in the winter than in other two [6].

The received results

As a result of the conducted research, we can draw the following conclusions:
1. Process of transportation of oil through the pipeline is investigated.
2. Not isothermal current of high-viscosity oil is explored.
3. The one-dimensional mathematical model of not isothermal current of viscous liquid is investigated.
4. Calculation of temperature and pressure for different speeds of a current of oil with estimation of cost is

executed.
5. The technique of obtaining optimum speed of a current of oil at which working costs of the oil pipeline

are minimum is developed.
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Mathematical model of non-isothermal flow...

Г.Салтанова, Т.Айсина

Мұнайдың магистралды құбыр арқылы изотермиялық емес
қозғалысының математикалық моделi

Мақалада тұтқырлығы жоғары мұнайдың изотермиялық емес ағыны сипатталған. Магистралдық
мұнай құбыры бойынша тұтқыр сұйықтықтың изотермиялық емес ағыны, мұнай мен мұнай өнiм-
дерiн өндiру алаңынан тұтынушыға дейiн, ЖЭО-нан тұрғын үйлер мен өндiрiстiк нысандарға дейiн
ыстық су ағымын және тағы басқа тасымалдау үшiн тән. Тұтқыр сұйықтықтың изотермиялық емес
ағынының бiрөлшемдi математикалық моделi және тұрақты ағын тәртiбiне арналған отын-энергия
шығындарын есептеудiң негiзгi формуласы зерттелдi. Тұтқырлығы жоғары мұнай мен мұнай өнiм-
дерiн қыздырылған күйiнде құбырлар бойынша тасымалдау үшiн мұнайды айдауға және жылытуға
кететiн отын-энергия шығындарының жалпы құны аз болатындай ағынның оңтайлы жылдамдығын
есептеу үдерiсi толық сипатталған.

Кiлт сөздер: тұтқырлығы жоғары мұнай, тұтқыр сұйықтық, изотермиялық емес ағын, ағынның
стационарлық тәртiбi, құбыр, энергетикалық шығын, ағын жылдамдығы.

Г.Салтанова, Т.Айсина

Математическая модель неизотермического движения нефти
по магистральному трубопроводу

В статье описано неизотермическое течение высоковязкой нефти. Неизотермическое течение вязкой
жидкости по магистральному трубопроводу характерно для транспортировки нефти и нефтепродук-
тов с предварительным подогревом от мест добычи к потребителю, для течения горячей воды от ТЭЦ
до жилых массивов и производственных помещений и т.п. Исследованы одномерная математическая
модель неизотермического течения вязкой жидкости и формула стоимости топливно-энергетических
затрат для стационарного режима течения. Подробно описан процесс вычисления оптимальной ско-
рости течения для транспортировки высоковязкой нефти и нефтепродуктов в подогретом состоянии
по трубопроводам, при котором общая стоимость энергетических затрат на перекачку и подогрев
нефти была бы минимальной.

Ключевые слова: высоковязкая нефть, вязкая жидкость, неизотермическое течение, стационарный
режим течения, трубопровод, энергетические затраты, скорость течения.
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Hardy-type inequalities for matrix operators

We establish necessary and sufficient conditions the validity of the discrete Hardy-type inequality(
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

ai,jfj

)q

uq
i

) 1
q

≤

(
∞∑
i=1

fp
i v

p
i

) 1
p

, f = {fi}∞i=1 ≥ 0,

with 0 < p ≤ q <∞ and 0 < p ≤ 1, where the matrices (ai,j) is an arbitrary matrix and the entries of the
matrix (ai,j) ≥ 0 such that ai,j is non-increasing in the second index. Also some further results are pointed
out on the cone of monotone sequences. Moreover, we give that the applications of the main results for the
non-negative and triangular matrices (ai,j ≥ 0 for 1 ≤ j ≤ i and ai,j = 0 for i < j).

Keywords: inequality, weighted sequences, matrix operators, integral.

1. Introduction and preliminaries

Let 0 < p, q < ∞. Let ωi = {ωi,k}∞k=1 and u = {ui}∞i=1 be are non-negative real number sequences and
v = {vi}∞i=1 be a positive real number sequence. f = {fi}∞i=1 is a non-negative sequence.

We consider the following inequalities:( ∞∑
i=1

(Af)
q
i u

q
i

) 1
q

≤ C

( ∞∑
i=1

fpi v
p
i

) 1
p

, ∀f ≥ 0, (1)

and  ∞∑
j=1

(A∗f)
q
j u

q
j

 1
q

≤ C∗
( ∞∑
i=1

fpi v
p
i

) 1
p

, ∀f ≥ 0, (2)

for the operators in the following form:

(Af)i :=
∞∑
j=1

ai,jfj , i ≥ 1; (3)

(A∗f)j :=

∞∑
i=1

ai,jfi, j ≥ 1, (4)

respectively, where C and C∗ — are positive finite constants independent of f and (ai,j) is an arbitrary non-
negative matrix.

The main aim of this paper is to investigate that the problems necessary and sufficient conditions the validity
of inequalities (1) and (2) with the case 0 < p ≤ q <∞, 0 < p < 1 and under weaker conditions on the matrices
(ai,j) in operators defined by (3) and (4) for all sequences f ≥ 0 (see theorems 2.1–2.2). Moreover, we study
these problems on the cone of monotone sequences (see theorems 2.3–2.6). Finally, we will get the applications
of the main results.

Notation. The symbol M � K means that there exists α > 0 such that M ≤ αK, where α is a constant
which may depend only on parameters such as p, q, r. If M � K �M , then we write M ≈ K.
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We also need the following well-known result (see [1]):
Lemma A. [1]. Let γ > 0. Then(

j∑
k=1

βk

)γ
≈

j∑
k=1

βk

(
k∑
i=1

βi

)γ−1

, ∀j ∈ N, (5)

for all sequences {βk}∞k=1 of positive real numbers and N∑
k=j

βk

γ

≈
N∑
k=j

βk

(
N∑
i=k

βi

)γ−1

, (6)

for all j, k ∈ {1, 2, ..., N}, N ∈ N ∪ {∞} and for all sequences {βk}∞k=1 of positive real numbers such that
∞∑
k=1

βk <∞.

The main results
2. On nonnegative sequences

Our main results read as follows.
Theorem 2.1. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Let the entries of the matrix (ai,j) ≥ 0 such that ai,j is

non-increasing in the second index. Then the inequality (1) holds if and only if

B = sup
j≥1

( ∞∑
i=1

aqi,ju
q
i

) 1
q

v−1
j <∞,

holds. Moreover, B ≈ C, where C is the best constant in (1).
Theorem 2.2. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Let the entries of the matrix (ai,j) ≥ 0 such that ai,j is

non-decreasing in the first index. Then the inequality (2) holds if and only if

B∗ = sup
i≥1

 ∞∑
j=1

aqi,ju
q
j

 1
q

v−1
i <∞,

holds. Moreover, B∗ ≈ C∗, where C∗ is the best constant in (2).
Proof of Theorem 2.1. Necessity. Let the inequality (1) holds. Let us show that B <∞. For 1 ≤ j ≤ k ≤ i,

we assume that
f̃ = {f̃j}∞j=1 : f̃j =

{
1, j = k,
0, j 6= k.

(7)

By substituting f̃ into the inequality (1) we get that

Cvk ≥

( ∞∑
i=1

aqi,ku
q
i

) 1
q

.

Therefore
B � C. (8)

The proof of necessity is complete.
Sufficiency. Let B <∞. Now, we prove the inequality (1) holds. Let f = {fi}∞i=1 be a non-negative sequence.

Then for 1 ≤ n <∞ we assume that fε = {fεi }∞i=1:

fεj =

{
fi + ε, 1 ≤ j ≤ n,
0, j > n,

aδi,j =

{
ai,j + δ, 1 ≤ j ≤ n,
ai,j , j > n.

where δ, ε > 0.
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Since ai,k ≥ ai,j , 1 ≤ k ≤ j, then using the (5) we find that

n∑
j=1

ai,jf
ε
j ≤

n∑
j=1

aδi,jf
ε
j ≈

 n∑
j=1

aδi,jf
ε
j

(
j∑

k=1

aδi,kf
ε
k

)p−1


1
p

≤

≤

 n∑
j=1

(
aδi,j
)p
fεj

(
j∑

k=1

fεk

)p−1


1
p

. (9)

From (9) its follows that

In :=

 n∑
i=1

 n∑
j=1

ai,jfj

q

uqi


1
q

≤

≤

 n∑
i=1

 n∑
j=1

aδi,jf
ε
j

q

uqi


1
q

≤

≤

 n∑
i=1

 n∑
j=1

(
aδi,j
)p
fεj

(
j∑

k=1

fεk

)p−1


q
p

uqi


1
q

.

Now, we apply Minkowski’s inequality for
q

p
≥ 1 and we find that

In ≤

 n∑
j=1

fεj

(
j∑

k=1

fεk

)p−1(
n∑
i=1

(
aδi,j
)q
uqi

) p
q


1
p

.

From lim
δ→0

aδi,j = ai,j it follows that

In ≤

 n∑
j=1

fεj

(
j∑

k=1

fεk

)p−1(
n∑
i=1

(ai,j)
q
uqi

) p
q


1
p

≤

≤ B

 n∑
j=1

fεj

(
j∑

k=1

fεk

)p−1

vpj


1
p

.

Since
(
fεj
)p−1 ≥

(
j∑

k=1

fεk

)p−1

for 0 < p ≤ 1, we drive that

In ≤ B

 n∑
j=1

(
fεj
)p
vpj

 1
p

,

where fεj → fj as ε→ 0. Consequently,

In ≤ B

 n∑
j=1

fpj v
p
j

 1
p

.

Since ∀n ∈ N , we have that  ∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,jfj

q

uqi


1
q

≤ B

 ∞∑
j=1

fpj v
p
i

 1
p

,
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i.e.
C � B. (10)

Thus, by combining (8) and (10) its follows that B ≈ C. The proof is complete. �
The proof of the Theorem 2.2 is completely analogous to the proof of Theorem 2.1, so we leave out the

details.

2.2 On monotone sequences

Assume that

B = sup
k≥1

 ∞∑
i=1

 k∑
j=1

ai,j

q

uqi


1
q (

k∑
m=1

vpm

)− 1
p

;

B∗ = sup
k≥1

 ∞∑
j=1

( ∞∑
i=k

ai,j

)q
uqj

 1
q ( ∞∑

m=k

vpm

)− 1
p

;

A := sup
k≥1

(
k∑
i=1

uqi

) 1
q

 ∞∑
j=1

 k∑
j=1

ai,j

p

vpj

−
1
p

;

A∗ := sup
k≥1

( ∞∑
i=k

uqi

) 1
q

 ∞∑
j=1

( ∞∑
i=k

ai,j

)p
vpj

− 1
p

.

Our main result for the operators defined by (3) and (4) on the cone of monotone sequences reads as follows:
Theorem 2.3. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Then the inequality (1) on the cone of non-negative and

non-increasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if B <∞ holds. Moreover, B ≈ C, where C is the best
constant in (1).

Theorem 2.4. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Then the inequality (2) on the cone of non-negative and
non-decreasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if B∗ <∞ holds. Moreover, B∗ ≈ C∗, where C∗ is the
best constant in (2).

Theorem 2.5. Let 1 < p ≤ q <∞. Then the inequality( ∞∑
i=1

fqi u
q
i

) 1
q

≤ C

( ∞∑
i=1

(Af)
p
i v

p
i

) 1
p

, (11)

on the cone of non-negative and non-increasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if A < ∞ holds.
Moreover, A ≈ C, where C is the best constant in (11).

Theorem 2.6. Let 1 < p ≤ q <∞. Then the inequality( ∞∑
i=1

fqi u
q
i

) 1
q

≤ C∗
 ∞∑
j=1

(A∗f)
p
j u

p
j

 1
p

, (12)

on the cone of non-negative and non-decreasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if A∗ < ∞ holds.
Moreover, A∗ ≈ C∗, where C∗ is the best constant in (12).

The proof of the Theorem 2.4 and 2.6 are completely analogous to the proof of Theorem 2.3 and 2.5
respectively, so we will only prove Theorems 2.3 and 2.5.

Proof of Theorem 2.3. Necessity. Suppose that the inequality (1) holds with the best constant C > 0. We
take a test sequence f̂k = {f̂j}∞j=1 such that

f̂j =

{
1, 1 ≤ j ≤ k,
0, j > k,

for 1 ≤ k <∞.
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Substituting the test sequence f̂k in the inequality (1) we obtain that

C

(
k∑
i=1

vpi

) 1
p

≥

 ∞∑
i=1

 k∑
j=1

ai,j

q

uqi


1
q

,

i.e.
B � C. (13)

The proof of necessity is complete.
Sufficiency. Let the inequality (1) holds. We will show that B < ∞. We known that for all non-negative

and non-increasing sequence f = {fj}∞j=1 write in the form:

fj = f̃j + c, c ≥ 0,

where f̃j ≥ f̃j+1 ≥ 0, for j ≥ 1 and lim
j→∞

f̃j = 0.

We consider two cases separately:
∞∑
k=1

vpk =∞ and
∞∑
k=1

vpk <∞.

Let
∞∑
k=1

vpk =∞. Then c = 0 and fj = f̃j for j ≥ 1.

We suppose that {gj}∞j=0 : gj > 0, gj > gj+1, lim
j→∞

gj = 0 and fεj = f̃j + εgj . Then fεj > fεj+1, lim
j→∞

fεj = 0.

Let aj = ∆f̃j = f̃j − f̃j+1 ≥ 0, bj = ∆gj > 0, cεj = ∆fεj > 0. Then cεj = aj + εbj and fεj =
∞∑
k=j

cεk. From (6) its

follows that

fεi ≈

 ∞∑
k=j

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 1

p

. (14)

By using (14) and apply Minkowski’s inequality for 1
p ≥ 1, we find that

∞∑
j=1

ai,jf
ε
j ≈

∞∑
j=1

ai,j

 ∞∑
k=j

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 1

p

≤

≤

 ∞∑
k=1

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 k∑
j=1

ai,j

p
1
p

and

I(fε) :=

( ∞∑
i=1

(Afε)
q
i u

q
i

) 1
q

≤

≤

 ∞∑
i=1

 ∞∑
k=1

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 k∑
j=1

ai,j

p
q
p

uqi


1
q

.

Next, apply Minkowski’s inequality for q
p ≥ 1 and using (6), we get that

I(f̃) < I(fε) ≤

≤

 ∞∑
k=1

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 ∞∑
i=1

 k∑
j=1

ai,j

q

uqi


p
q


1
p

≤
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≤ B

 ∞∑
k=1

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1 k∑
i=1

vpi

 1
p

=

= B

 ∞∑
i=1

vpi

∞∑
k=i

cεk

( ∞∑
m=k

cεm

)p−1
 1

p

≈

≈ B

( ∞∑
i=1

vpi (fεi )
p

) 1
p

. (15)

Since I(f) = I(f̃) and lim
ε→0

fεi = lim
ε→0

[
f̃j + εgj

]
= f we have that

I(f) < B

( ∞∑
i=1

vpi (fi)
p

) 1
p

.

Therefore,

C � B. (16)

Let
∞∑
k=1

vpk <∞. Then

I(f) =

( ∞∑
i=1

(Af)
q
i u

q
i

) 1
q

≈ I(f̃) + c

 ∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,j

q

uqi


1
q

.

Since

(
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

ai,j

)q
uqi

) 1
q ( ∞∑

i=1

vpi

)− 1
p

≤ B, then from (15) we obtain that

I(f) ≤ B

( ∞∑
i=1

vpi f̃
p
j

) 1
p

+B

( ∞∑
i=1

cpvpi

) 1
p

≈

≈ B

( ∞∑
i=1

vpi

(
f̃j + c

)p) 1
p

=

= B

( ∞∑
i=1

vpi f
p
j

) 1
p

. (17)

Therefore,

C � B, (18)

and (1) holds. According to (14) and (18), we have that B ≈ C, where C is the best constant for which (1)
holds. The proof is complete. �

Proof of Theorem 2.5. The Necessity part in the same way as to proof of Theorem 2.3. Therefore,

A� C. (19)

To prove sufficiency we proceed as follows. We assume that
∞∑
k=1

vpk =∞. By using (14) and apply Minkowski’s

inequality for q
p ≥ 1, we find that

J(fε) :=

( ∞∑
i=1

(fεi )
q
uqi

) p
q

≈
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≈

 ∞∑
i=1

 ∞∑
m=i

cεm

( ∞∑
k=m

cεk

)p−1


q
p

uqi


p
q

≤

≤
∞∑
m=1

cεm

( ∞∑
k=m

cεk

)p−1( m∑
i=1

uqi

) p
q

.

By using (
m∑
i=1

uqi

) p
q

≤ Ap
∞∑
i=1

 m∑
j=1

ai,j

p

vpi (20)

and applying Minkowski’s inequality for p > 1 and (6) we have that

J(f̃) < J(fε) ≤ Ap
∞∑
m=1

cεm

( ∞∑
k=m

cεk

)p−1 ∞∑
i=1

 m∑
j=1

ai,j

p

vpi =

= Ap
∞∑
i=1


 ∞∑
m=1

cεm

( ∞∑
k=m

cεk

)p−1
 m∑
j=1

ai,j

p
1
p


p

vpi ≤

≤ Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,j

 ∞∑
m=j

cεm

( ∞∑
k=m

cεk

)p−1
 1

p


p

vpi ≈

≈ Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,jf
ε
j

p

vpi . (21)

Since J(f) = J(f̃) and lim
ε→0

fεi = lim
ε→0

[
f̃j + εgj

]
= f we get that

J(f) < Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,jfj

p

vpi .

Therefore,
C � A. (22)

Let
∞∑
k=1

vpk <∞. From (20) and (21) its follows that

J(f) =

( ∞∑
i=1

(c+ gi)
q
p uqi

) p
q

≈

≈ cp
( ∞∑
i=1

uqi

) p
q

+ J(f̃) ≤

≤ Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,jc

p

vpi +Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,j f̃j

p

vpi ≈

≈ Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,j

(
c+ f̃

)p

vpi =
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= Ap
∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,jfj

p

vpi .

Therefore,

A� C, (23)

and (11) holds. According to (19), (22) and (23), we have that A ≈ C, where C is the best constant for which
(11) holds. The proof is complete. �

3. Applications

The inequalities (1) and (2) have been investigated for the case 0 < p, q < ∞ with a triangular matrix
(ai,j ≥ 0 for 1 ≤ j ≤ i and ai,j = 0 for i < j) in [2-5] and the references given therein. However, these
inequalities have not been studied for the case 0 < p ≤ q <∞ and p ≤ 1. Only, in 1991 G. Bennett [3] studied
the inequality (1) for the this case with the identity matrix. He proved that the inequality (1) holds if and only if

sup
n∈N

( ∞∑
k=n

uqk

) 1
q

v−pn <∞,

holds for this case.
The continuous case it is known that the Hardy inequality is not holds for arbitrary non-negative measurable

functions in Lp-spaces with 0 < p < 1, but it is able to found the sharp constant in the Hardy-type inequality
for non-negative monotone functions. Moreover,we can get the more informations about the direction in [7-11]
and the references given therein. Therefore the investigation of the Hardy inequalities for matrix operators one
of the big important question.

The corresponding results for the non-negative and triangular matrices (ai,j ≥ 0 for 1 ≤ j ≤ i and ai,j = 0
for i < j) could have the following.

Corollary 3.1. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Let the entries of the matrix (ai,j) such that ai,j is
non-increasing in the second index. Then the inequality (1) holds if and only if

B1 = sup
j≥1

 ∞∑
i=j

(ai,j)
q
uqi

 1
q

v−1
j <∞

holds. Moreover, B1 ≈ C, where C is the best constant in (2).
Corollary 3.2. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Let the entries of the matrix (ai,j) such that ai,j is

non-decreasing in the first index. Then the inequality (2) holds if and only if

B∗1 = sup
i≥1

 i∑
j=1

(ai,j)
q
uqj

 1
q

v−1
i <∞,

holds. Moreover, B∗1 ≈ C∗, where C∗ is the best constant in (2).
From Theorems 2.3-2.6 we obtain immediately the validity of the following statements:
Corollary 3.3. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Then the inequality (1) on the cone of non-negative and

non-increasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if B̂1 <∞ holds. where

B̂1 = sup
k≥1

 ∞∑
i=j

 k∑
j=1

ai,j

q

uqi


1
q (

k∑
m=1

vpm

)− 1
p

<∞.

Moreover, B̂ ≈ C, where C is the best constant in (1).
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Corollary 3.4. Let 0 < p ≤ q < ∞ and 0 < p ≤ 1. Then the inequality (2) on the cone of non-negative and
non-decreasing sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if B̂∗1 <∞ holds. Where

B̂∗1 = sup
k≥1

 i∑
j=1

( ∞∑
i=k

ai,j

)q
uqj

 1
q ( ∞∑

m=k

vpm

)− 1
p

<∞.

Moreover, B̂∗ ≈ C∗. C∗ is the best constant in (2).
Corollary 3.5. Let 1 < p ≤ q <∞. Then the inequality (11) on the cone of non-negative and non-increasing

sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if A <∞ holds. Where

A := sup
k≥1

(
k∑
i=1

uqi

) 1
q

 i∑
j=1

(
k∑
i=1

ai,j

)p
vpi

− 1
p

.

Moreover, A ≈ C. C is the best constant in (11).
Corollary 3.6. Let 1 < p ≤ q <∞. Then the inequality (12) on the cone of non-negative and non-decreasing

sequences f = {fk}∞k=1 holds if and only if A∗ <∞ holds. Where

A∗ := sup
k≥1

( ∞∑
i=k

uqi

) 1
q

 ∞∑
i=j

 ∞∑
j=k

ai,j

p

vpi

−
1
p

.

Moreover, A∗ ≈ C∗. C∗ is the best constant in (12).
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С.Шаймардан, С.Шалгинбаева

Матрицалық операторлар үшiн Харди типтес теңсiздiктер

Мақалада Харди типтес дискреттi теңсiздiктiң қажеттi және жеткiлiктi шарттары алынған(
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

ai,jfj

)q

uq
i

) 1
q

≤

(
∞∑
i=1

fp
i v

p
i

) 1
p

, f = {fi}∞i=1 ≥ 0,

0 < p ≤ q < ∞, 0 < p ≤ 1, мұнда (ai,j) — еркiн матрица, ал (ai,j) ≥ 0 және ai, j — екiншi индек-
сте өсiмсiз. Сондай-ақ жұмыста монотонды тiзбектердiң конусында кейбiр нәтижелер көрсетiлген.
Сонымен қатар терiс емес және үшбұрышты матрицалар үшiн негiзгi қосымша нәтижелер берiлген
(ai,j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ i және ai,j = 0, i < j).

Кiлт сөздер: теңсiздiк, тiзбектер, матрицалық операторлар, интеграл.

С.Шаймардан, С.Шалгинбаева

Неравенства типа Харди для матричных операторов

В статье установлены необходимые и достаточные условия дискретного неравенства типа Харди(
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

ai,jfj

)q

uq
i

) 1
q

≤

(
∞∑
i=1

fp
i v

p
i

) 1
p

, f = {fi}∞i=1 ≥ 0,

0 < p ≤ q < ∞, 0 < p ≤ 1 где (ai,j) — произвольная матрица, а матрица (ai,j) ≥ 0 такая, что
ai, j не возрастает во втором индексе. Также указаны некоторые результаты на конусе монотонных
последовательностей. Кроме того, даны приложения основных результатов для неотрицательных и
треугольных матриц (ai,j ≥ 0 и 1 ≤ j ≤ i и ai,j = 0 и i < j).

Ключевые слова: неравенство, взвешенные последовательности, матричные операторы, интеграл.
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Analysis of theoretical and methodological bases of teaching
object-oriented programming languages in higher school

One of the most urgent tasks of our time is the problem of teaching in higher education. The task of teachers
is to train young people in the field of the latest computer technologies. When teaching, the teacher must
also change the methodology of training specialists in higher education in an adequately changing pace of
development. Recently, there has been a definite bias towards the creation of software for complex systems,
the tasks under consideration are becoming much more complicated, so there are not enough old techniques
and methods used earlier to create simple or formalized programs. And in this regard, we will consider in
detail the paradigm of object-oriented technology, which is developing at the present time.

Keywords: analysis, development, complex systems, information, object-oriented approach, model, education,
methods, pedagogics, algorithmization.

Software changes due to the appearance on the market of new information technologies. The subject area
of computer science changes in an extremely dynamic way.

Teachers of higher school that teach subjects associated with the technology of software creation are
constantly faced with the problems of changing the content of curricula, working programs, methodical support
(lectures, labs, tests, etc.), the development of new teaching and learning aids.

In connection with the application in the educational process of the various versions of educational software,
teaching guides on the use of this software have to be accordingly changed.

A certain bias towards the creation of software for complex systems has been recently observed; the tasks
under consideration become much more complicated, so the old techniques and methods previously used to
create simple or formalized programs are not enough.

Teachers themselves have difficulties to acquire literature and e-learning programs. Lack of financial oppor-
tunities for the acquisition of high-quality scientific literature is a factor that the level of training teachers in
higher educational institutions lags behind the fast-changing pace of development of new information technologies.

Rapidly changing software and PC models require accordingly the change in the content of working programs
on the courses «Programming technology» and «Algorithmization and programming languages». Students’
training for professional activities is based on a set of necessary information subjects. Such a set should contain
a sufficient number of theoretical and, especially, practical lessons.

Information profile subjects mentioned above are conducted in accordance with SES RK 23.08.1080-2012
curricula [1].

The Bachelor’s qualification characteristics (specialty 5B070300 — «Information Systems», 5B070500 —
«Mathematical and computer modeling») in the Kazakhstani universities standards reveal the content of
professional activities, which envisage the creation of information systems components, the production of
software and software systems. Requirements to the key competences of the Bachelor on the specialty 5B070300
— «Information Systems» point out that Bachelor should be able to program with the use of modern instrumental
tools to solve the professional tasks in a competent and responsible way. Thus, these educational standards reflect
the requirements of the modern information society to those skilled in the activity. Requirements to the key
competences of future specialists in computer science and information technologies declare the ability to create
software products for complex systems.

Analyzing the list of information subjects taught in the universities of Kazakhstan, we can get an idea
of what level of program complexity graduates will be able to develop on the basis of acquired knowledge,
proceeding from the content of the proposed subjects and their volume.
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Kazakhstani universities’ working plans have been considered and that showed a great variation in the
number and volume of information subjects.

As it follows from the analysis performed, many universities, with few exceptions, teach students of informat-
ion specialties to create programs for the formalized tasks or simple programs.

At the modern stage of social development, the needs of educational, industrial, commercial entities have
significantly increased, and simple programs no longer meet them. However, training of students of information
specialties today lags behind growing requirements. Education of students of information specialties has not
been provided yet with the necessary theoretical basis for the creation of complex software systems, the necessary
subjects are often presented in the curricula fragmentary, in the list of elective courses. They include systems
analysis, programming in real-time regime, systems theory, WEB-programming, multimedia programming,
object-oriented programming, CASE-technology and UML language, etc.

In order to justify the use of the methodology of teaching the technology of the creation of software for
complex systems in the educational process of information specialties it is necessary to consider its structure
and content in details.

Complex systems in their development (life cycle) go through the following stages: planning and risk
assessment; system analysis and requirements analysis; designing algorithms, data structures and program
structures; encoding; testing; support. The use of pedagogical complex «Creation of software products for
complex systems based on the use of object-oriented technologies» developed by the authors [2] is expedient
in the methodology of teaching the technology of the creation of software for complex systems. The role of the
pedagogical complex is that it contains special courses, workshops, tutorials, etc. that describe each of the above
mentioned stages, the sequence of their execution. Synthesizing, we obtain the software product for the initial
system.

As stated above, one of the ways to solve the problem of teaching programming at the level of the creation
of programs for complex systems is the use of the proposed pedagogical complex «Creation of software products
for complex systems based on the use of object-oriented technologies» in the educational process of information
specialties. The need for the introduction of this complex into the educational process is supported by the
results of the Kazakhstani universities curricula analysis, as the disciplines associated with the creation of
software products for complex systems are currently not comprehensively taught, which adversely affects the
preparation of information specialties students for their professional activities.

Obvious advantages of software creation technologies are the natural character of their methodology, the
use of similar terms application areas, the ability to use a friendly user’s interface. In addition, the software
creation technology assumes the unity and a small number of basic designs, openness, extensibility, reusability
of modules and their universality.

Software creation technologies would be best used in the development of bulk software products. The
intensification of information processes predetermines the need to improve education. It is possible to consider
various aspects of the problem; there are philosophical, social, psychological and pedagogical issues of the modern
information society’s functioning.

They determine the following ways to improve the system of education:
– an active use of information systems in the management of education;
– formation in the trainees of the desire for self-learning as an essential factor of the individual to adapt to

the changing conditions of the professional activity;
– the use of the modern means of communication to find information and get an access to it.
The current state of educational research related to the programming teaching process is characterized by

the search and application of formal methods, system-cybernetic approach to constructing methodical training
systems. But the development of educational technology of programming teaching, which allows achieving the
teaching objectives under the conditions of the object development of information processes, is far from being
completed.

Many believe that the solution of the modern pedagogical problems requires a significant upgrade of teachers’
relation to the definition and development of educational objectives, selection, structuring of their content,
searching for new teaching methods and technologies. We pay our attention to the necessity of timely teachers’
retraining with the use of innovative technologies for the development of new methods of work with students.

The study of innovative pedagogical technologies can be considered as the basic methodological approach
based on complementarity of methods of science and human cognition.

The following ones can be considered to be the leading features of pedagogical training technology: diagnosti-
cally specified objectives, reproducibility, determinism of teaching process, its division into stages, stages algori-
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thmization, determination of stages consequence, teaching process control, presentation of the studied
content in the form of the system of cognitive and practical tasks, orienting basis and ways of their
solution.

We should also pay attention on the fact that nowadays it’s necessary to conduct various researches on
such issues as the description and measurability of educational objectives, means, results, availability of the
educational content to the technological form of its presentation (training courses are often incorrect, illogically
designed, which doesn’t allow them to be technologized).

Extensive use of cybernetics, synergetics, information science in the development of innovative pedagogical
technologies is defined not only in teachers’ scientific researches but also in the regulatory educational documents
of many countries. For example, even the report «Education policy and new information technologies» at the
II International UNESCO Congress in 1996 emphasized the special importance of information technologies
as components of computer science, taking into consideration their wide application in various subject
areas.

It also says that the distinguishing feature of the modern concept of teaching computer science in educational
institutions is the use of the latest achievements of information technologies for the systemic, modular formation
of training, based on the activity approach that allows, on the basis of the state educational standards, creating
a program oriented on the future professional activity of students, taking into account their personal interests
and abilities [3].

The analysis of theoretical research and practical experience on the path of improving teaching with the help
of information technology tools have led to the conclusion about the necessity of searching for a new apparatus
which can provide an overview of this subject area, in accordance with modern principles of didactics and an
appropriate subject area in conditions of information processes intensification.

The way of thinking and its typical programming techniques make the programming paradigm. There is a
direct link between the high-level programming languages and the existing programming paradigms.

The main part of the modern subject of information science, taught in most universities, represents questions
connected with the programming teaching, the development of algorithmic thinking in students, and their
preparation for the future professional activities using the latest instrumental systems and tools.

However, the increased requirements for this activity determine the need to improve the content and
methodology systems of teaching programming. The ever-increasing necessity for professionals, who are able
to handle procedural, object-oriented, logical and functional approaches to the development of algorithms and
programs, makes students necessarily manage all the programming paradigms [4].

Analysis of modern methods and organizational forms of teaching programming in the university computer
science courses determines the need to establish a system of courses based on the integration of programming
paradigms, which is designed in accordance with the concept of computer science as a scientific discipline.
Defining the essence of computer science subject and that of programming concept, it should be noted that
programming is an essential part of computer science. Programming accumulates engineering issues of the
algorithm implementation under the given spatio-temporal restrictions, taking into account the entire life cycle
of a software product. Modern computer science course is the basis for the use of computers and software in the
future professional activity of students.

Learning of several languages and programming paradigms enables us to use information technologies in
the educational process on a new level of quality, makes it possible to form the necessary professional qualities
of a future specialist.

The content of the training courses on computer science depends on the development of modern information
and telecommunication technologies and on this basis is constantly being improved. Today, there is the need to
develop a specialized system for training students, whose future profession is related to the area of computer
science and the use of information technologies.

These are university students, whose future professional activity field is the development and operation of
software, and students, who are studying for a degree in computer science. In the light of the development
of these students’ training due attention should be paid to the study of theoretical fundamentals and specific
algorithmization and programming techniques [5].

A modern course in programming, based on the study of all the approaches to the development of algorithms,
should give the necessary knowledge about the different linguistic means and other programming tools that allow
building information technologies at this stage of computer science development.

Analysis of the development of programming ideas and their teaching shows that the main factor in their
improvement has been the problem of creating software products for complex systems.
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In this connection, let us consider in more details the object-oriented technology paradigm, which currently
develops.

An integral part of this stage is a visual programming technology. Some examples of programming languages
used at this stage are Turbo Pascal version 5.5, Smalltalk, C ++, etc. The development of programming at this
stage is carried out in two related directions:

– the development of the object-oriented approach;
– the development of the environment for the production of software tools offering higher level principles of

decomposition, abstraction, and hierarchy.
It should be noted that after the development of structural programming standards an opportunity to put

software production process on an industrial scale has appeared. However, today due to the increasing complexity
of software and the requirement to reduce the time of its development, there appeared a need to create new
programming technologies. The result of studying methodological approaches to the problem of software design
is the development of methods of decomposition, abstraction, and the construction of a hierarchy. On this basis,
the object-oriented methodology has been created.

Processing of a variety of information is carried out today with the help of computer technologies,
which are improving very quickly. In the study of any models with the help of a computer user is studying
changes in the state of objects and their interactions, which requires a solid representation of an
object, and the software that defines the relationships between objects that are closely associated
with it. The object-oriented approach to the development of software meets best the solution of this
problem.

The modern stage of information science development is accompanied by the increase in requirements for
software quality, which leads to the formation of a new programming paradigm. In this regard, scientific-
methodological designs of the pedagogical information science deal with the issues of correspondence between
the content of teaching information science, in particular, programming and the current state of computer
science, which can be realized on the basis of the object-oriented approach.

At present the tendency of transition of software development to the object-oriented basis can be noticed.
Object-oriented programming is the main paradigm of the creation and development of the modern software
for complex systems.

In the theoretical and applied programming the object-oriented approach develops the most intensively. Its
systemic application gives an opportunity to create structured, reliable and easily modified software systems.
These circumstances explain the interest in the object-oriented approach and the object-oriented programming
languages.

Nowadays almost every programming system is characterized by the object-oriented features. Thus, high-
level programming languages that do not have means to work with classes and objects, acquire language
extensions that allow realizing the benefits of the object-oriented methodology. For example, the object-oriented
language creation in C++ can be considered as the necessary extension of C structural programming language.
Object-oriented interface is becoming more common in the modern software systems today. These methods are
being used in local as well as in global network systems.

Object-oriented development is a brand new mode of thought in programming, which is based on abstractions
that exist in the real world. It is a process of logical design, which gives an opportunity to express abstract notions
in a clearer way, it also makes an interaction between the customers and software products developers easier.
Object-oriented development serves as a medium for the specification, analysis, documentation and interface,
as well as for programming.

System requirements analysis for the object-oriented approach comes down to the development of this system
models. The applied-oriented program system design starts with the analysis of requirements, which the system
should meet. It is caused by the need to identify the purpose and conditions of system operation to make up
its preliminary draft. Modeling is a widely used method of studying complex objects and events. Models give
an opportunity to explore system working capabilities at the early stages of its development, help to clarify
system requirements, and if necessary, allow correcting system design at any stage or phase of its life
cycle.

In the object model, it is necessary to reflect notions and objects of the real world, which are important
for the system being developed; the model describes the structure of the objects that make up the developing
system, their attributes, operations and relations with other objects. Description of the set of objects and
actions performed on them defines the class concept. In accordance with the terminology of the object-oriented
programming language an object class is characterized as the defined base data type, and a separate object – as
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a variable of this type. The definition of object classes for a specific set of tasks allows the individual to describe
the problem in terms of the class of problems.

The object-oriented approach requires the following during the program development: the attribution of the
object used; the declaration of these objects; the creation of the necessary objects instantiations; the declaration
of their interconnections.

Object-oriented approach requires to identify classes of objects used in the program, to build their description,
and then to create samples of the necessary objects and to define interaction between them during the program
design.

In the process of object-oriented subject area analysis abstractions and their general properties, the presence
of which greatly simplifies the development of the applied task, are revealed. Object-oriented analysis has three
stages:

– building information model, abstracting real entities in terms of objects and attributes;
– constructing the state model to formalize life cycles of objects and display of this model through diagrams

and transition tables, where the interaction between objects involve sending messages about current events
happened to them;

– development of process models, in which the actions of states models are subdivided into fundamental
and reusable processes.

There are other approaches to the object-oriented analysis:
– formal description method, where nouns and verbs in the subject area description are revealed. Nouns are

considered as candidates to form classes, and verbs - as candidates to operate with these classes.
– structural analysis, wherein due to the system model, represented by the data flowcharts, external events

and objects, data basis, control flow and control flow transformation are noticed. Further, on the basis of the
data flow analysis and the control flow analysis, classes and class methods are revealed.

– designing, as we can see, implies taking into account the set of conflicting requirements. Its products are
models and algorithms that allow understanding the structure and functioning of the future system, balancing
requirements and outlining the scheme of its application. Each model describes a certain part of the considered
system in a certain aspect. Designing is to develop models of the future system.

Object-oriented designing is a progressive iterative process. The boundary between the object-oriented
analysis and designing is conventional, the construction of the software product consists of a series of cycles, in
which the descriptions of classes and the interactions between them are specified, programs that implement them
are developed, their debugging and testing are conducted and according to the results of each stage working
documents of the previous stages are clarified, descriptions of classes and programs are being finalized. These
cycles are repeated until the desired result.

In the object-oriented approach to the software development one should base on the following assumptions:
– program is a model of a real process, that is of a part of the real world;
– a model of the real world (or part thereof) can be described as a collection of interacting objects;
– an object should be described with a set of parameters, the values of which determine its condition, and

a set of operations that it can perform;
– interaction between objects is carried out by sending messages from one object to another; a message

received by the object requires certain actions, for example, changes in the state of the object;
– class of similar objects is made up by objects described by the same set of parameters and capable of

performing the same set of actions.
Computer software used in the production, business, research and other areas are developed on the basis

of the real-world models. Models of real processes and systems are characterized by a set of variables called
variable states. Changing the state of the process or system corresponds to a change of model’s state variables.
Mathematical model is generally described by a set of state variables and the relationship between these
variables. State variables can be numeric or non-numeric, including words and sentences of a natural language.

Development and designing of complex systems programs is a time-consuming process. As an approach,
organizing the structuring of the mathematical model and the simplifying of its programming, there is the
object approach, which reflects the real system as a collection of interacting objects. The information model is
designed by the principles of the object-oriented approach to research, design and implementation of the real-
world models in computer environment. Object-oriented programming includes the best features of structural
programming, complements it with new ideas, which transfer it into a new quality approach to creating programs
that is ranked as the most modern approach to the creation of programs for complex systems. This technology
is justified not only in terms of the process of drawing up the algorithms, but also in terms of the results of
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current research in the field of psychology, where the separation of subject area into objects and identification
of their interactions most accurately correspond to the process of human mental activity.

Regulations on functional-system and object organization of mental processes are justified in psychological
and educational research. Based on the research results of mathematical modeling, psychological and pedagogical
aspects of the computerization of education and conclusions about the object-structural nature of human mental
activity, and taking into account the degree of preparedness and practical opportunities for students, as well
as the real need for the technological process of development of new information technologies, the need for
teaching object-oriented programming at universities that prepare specialists in computer science should be
noted. Application of object-oriented programming allows us to quickly develop complex software products.
Therefore, the study of subjects’ cycle on the object-oriented programming allows graduates of information
specialties change the direction of their work from the applied to the systemic, depending on the industrial
necessity.
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Жоғары мектепте объектiлi-бағытталған бағдарламалау
тiлдерiнiң теориялы-әдiстемелiк негiздерiн оқытуды талдау

Бiздiң заманымыздың ең өзектi мiндеттерiнiң бiрi жоғары бiлiм беруде оқыту мәселесi болып та-
былады. Мұғалiмдердiң мiндетi — жастарды жаңа компьютерлiк технологиялар саласында оқыту.
Оқытқан кезде мұғалiм жоғары бiлiм беру саласындағы мамандарды даярлаудың әдiснамасын өз-
гертуге тиiс. Қазiргi уақытта күрделi жүйелер үшiн бағдарламалық жасақтаманы құруға қатысты
белгiлi бiр көзқарас бар, қаралып отырған тапсырмалар әлдеқайда күрделi болып келедi, сондықтан
қарапайым немесе формалданған бағдарламаларды жасау үшiн бұрын қолданылған ескi әдiстер мен
әдiстер жетiспейдi. Осыған байланысты, бүгiнгi күнi дамып келе жатқан объективтi-бағытталған тех-
нологиялардың парадигмасын егжей-тегжейлi қарастырамыз.

Кiлт сөздер: талдау, әзiрлеу, күрделi жүйелер, ақпарат, объектiлi-бағытталған көзқарас, модель, бiлiм
беру, әдiстер, педагогика, алгоритм.
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Анализ теоретико-методологических основ преподавания
объектно-ориентированных языков программирования

в высшей школе

Одной из самых актуальных задач нашего времени является проблема преподавания в высшей школе.
Задачей педагогов является подготовка молодых людей в области новейших компьютерных техно-
логий. При преподавании педагог должен адекватно меняющимся темпам развития изменить также
методику подготовки специалистов в высшей школе. В последнее время наблюдается определенный
уклон в сторону создания программного обеспечения для сложных систем, рассматриваемые задачи
значительно усложняются, поэтому недостаточно старых приемов и методов, применявшихся ранее
для создания простых или формализуемых программ. И в этой связи подробно рассмотрим парадигму
объектно-ориентированной технологии, которая развивается и в настоящее время.

Ключевые слова: анализ, разработка, сложные системы, информация, объектно-ориентированный
подход, модель, образование, методы, педагогика, алгоритмизация.
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Использование математического аппарата при изучении
показателей социально-экономического развития

Республики Казахстан
Важным направлением в исследовании закономерностей динамики экономических процессов являет-
ся изучение общей тенденции развития. В статье рассмотрены факторы, формирующие тенденции
(тренды) социально-экономического развития РК, и представлены результаты проведенного иссле-
дования по анализу и прогнозированию перспектив развития основных факторов экономики страны.
Рассмотрены категории экономического роста и развития в аспекте их устойчивости и стабильности.
Подчеркнута диалектическая взаимосвязь факторов между категориями на уровне социума, макро-
и микроэкономики. Кроме того, созданы базисные ориентиры для построения прогнозных моделей,
формирующих парадигму социально-экономического развития.

Ключевые слова: экономический рост, прогнозирование, расчетное значение, экономическое развитие,
тенденция развития, статистические данные, социально-экономические факторы, прогнозные пока-
затели, временной ряд.

Особенностью современной эволюции экономических систем в условиях рынка является феномен эко-
номического роста. По определению известного экономиста лауреата Нобелевской премии С. Кузнеца,
современный экономический рост представляет собой развитие, при котором долгосрочные темпы роста
производства устойчиво превышают темпы роста населения. К этому следует добавить, что темпы со-
временного роста доходов ощущаются на протяжении жизни одного поколения. Их средняя величина по
меньшей мере превышает 0,1–0,2 % в год.

Во второй половине XX века темпы роста валового внутреннего продукта в ряде отдельных стран были
весьма высоки. Показатели среднегодовых темпов роста за пятилетние периоды составляли до 4,6 % в
Западной Европе, до 5,0 % в США и до 10,5 % в Японии. Они достигали 7,7 % в Латинской Америке и
9,4 % на Ближнем и Среднем Востоке [1].

Однако следует отметить, что рост не всегда был устойчив. Его темпы колебались, он периодически
прерывался и сменялся спадом в периоды национальных и мировых кризисов. На современном же эта-
пе вызывает особый интерес процесс экономического роста, а также возможность его наиболее полного
выражения через адекватную систему показателей.

Как отмечает Е.В. Горшенина [2], «следовало бы проводить разграничение на две группы влияющих
показателей, оказывающих воздействие на экономический рост. В состав первой группы можно отнести
факторы текущего состояния экономики, которые будут включать в себя: долю занятого населения, ВВП
страны (региона) на душу населения, энергоемкость, экспорт обрабатывающих отраслей страны (региона)
и др. Ко второй группе можно отнести факторы, для которых будут характерны современные факторы
роста, такие как норма сбережений (инвестиций), сформированный образовательный потенциал, уровень
открытости экономики, уровень доли государственных расходов».

Непосредственно для основных показателей, которые определяют динамику социально-экономического
развития страны, проверим гипотезу о существовании тенденции, характеризующей долговременную
основную закономерность развития исследуемого явления, — тенденцию роста показателей экономики
страны.

Для этого проводится сравнительный анализ средних уровней ряда: временной ряд делится на
две пропорциональные части по числу членов, где каждая рассматривается как самостоятельная выбо-
рочная совокупность. В случае если временной ряд будет иметь тенденцию, то средние величины
должны существенно отличаться друг от друга. В обратном же случае временной ряд не име-
ет тенденции. Из этого следует, что проверка наличия тренда в исследуемом временном ряду
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сводится к подтверждению или опровержению гипотезы о равенстве средних двух нормально рас-
пределенных совокупностей [3].

Определим наличие основной тенденции (тренда) показателей социально-экономического развития
Республики Казахстан по данным временного ряда за 2009–2016 гг., представленных в таблице 1.

Т а б л и ц а 1

Основные социально-экономические показатели Республики Казахстан
Показатели 2009 г. 2010 г. 2011 г. 2012 г. 2013 г. 2014 г. 2015 г. 2016 г.

Численность населения
на начало периода (года),
тыс. чел.

15982 16203 16440 16673 16909 17160 17417 17670

Естественный прирост на-
селения, чел.

213140 221572 227857 238125 251277 269061 266372 277567

Среднемесячная номи-
нальная заработная плата
одного работника, тенге

67333 77611 90028 101263 109141 121021 126021 142351

Валовой внутренний про-
дукт методом производ-
ства, млрд тенге

17007,647 21815,517 28243,052 31015,186 35999,025 39675,832 40884,133 46193,380

Объем производства про-
мышленной продукции
(товаров, услуг), млрд
тенге

9121,525 12105,526 15929,052 16851,775 17833,994 18531,774 14925,230 18559,213

Примечание. Таблица составлена по данным Облстатуправления.

Делим ряд на две части: n1, n2. По каждой вычисляем средние значения и выборочные дисперсии:

y1 =

∑n1

i=1 xi
n1

;S2
1 =

∑n1

i=1(xi − x)2

n1
; (1)

y2 =

∑n2

j=1 xj

n2
;S2

2 =

∑n2

j=1(xj − x)2

n2
; (2)

y1 =16325 ; S2
1 =66670; y2 =17290 ; S2

2 =80602.
Проверяем гипотезу о равенстве дисперсии при уровне значимости α = 0,05:

H0 : σ2
1 = σ2

2 , H1 : σ2
1 6= σ2

2 .

Ответом на эти вопросы служит F-распределение [4]:

Fрасч =
S2

2/σ
2
x

S2
1/σ

2
y

=
80602

66670
= 1, 208.

где σ2
x и σ2

y — генеральные дисперсии двух выборок nx и ny .
Когда генеральные дисперсии равны, расчетное значение F-распределения принимает вид

Fрасч =
S2

2

S2
1

≈ 80602

66670
= 1, 208,

F- распределение является табулированным. Оно определяется двумя параметрами ν1 и ν2 — степенями
свободы:

ν1 = nx − 1; ν2 = ny − 1. ν1 = 4− 1 = 3; ν2 = 4− 1 = 3. Fкр(0, 05; 3, 3) = 9, 28.
Так как Fрасч < Fкр (0,05; 3,3), то нет оснований отвергать нулевую гипотезу. По данным на-

блюдения дисперсии генеральных совокупностей равны σ2
1 = σ2

2 , исправленные выборочные дисперсии
(S2

1 и S2
2) различаются незначительн (расхождение между ними случайно). Тогда можно проверить основ-

ную гипотезу:
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H0 : y1 = y2; H1 : y1 6= y2.

Tрасч = y1−y2√
(n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

√
n1n2(n1+n2−2)

n1+n2
≈

≈ 16325−17290√
(4−1)·66670+(4−1)·80602

·
√

4·4·(4+4−2)
4+4 ≈ 5, 030.

Сравниваем Трасч с табулированным значением tкр (α , κ ) — критической точкой распределения
Стьюдента.

Где κ = n — 2 степень свободы; α — заданный уровень значимости.
κ = 8 – 2 = 6 ; tкр . (0,05; 6) = 2,45
Так как |Трасч|>tкр (0,05; 6), то нет оснований отвергать нулевую гипотезу о том, что временной

ряд имеет тенденцию, так как средние величины, вычисленные для каждой совокупности, существенно
(значимо) различаются между собой. Отсюда вывод, что тренд показателя «Численность населения на
начало периода (года)» присутствует.

Расчетные значения других показателей приведены в таблице 2.

Т а б л и ц а 2

Тенденция развития основных показателей развития
экономики Республики Казахстан

Показатель
Fрасч. F-критерий

Tрасч. Т-критерий
Наличие

Fтабл. Tтабл. тенденции
Численность населения на начало 1,208

Fрасч. <Fкр.
5,03

Tрасч. >Tкр. Присутствуетпериода (года), тыс. чел. 9,28 2,45

Естественный прирост населения, чел.
1,082

Fрасч. <Fкр.
6,21

Tрасч. >Tкр. Присутствует9,28 2,45
Среднемесячная номинальная заработ- 0,871

Fрасч. <Fкр.
4,64

Tрасч. >Tкр. Присутствуетная плата одного работника, тенге 9,28 2,45
Валовой внутренний продукт методом 0,445

Fрасч. <Fкр.
4,91

Tрасч. >Tкр. Присутствуетпроизводства, млрд тенге 9,28 2,45
Объем производства промышленной

0,233 Fрасч. <Fкр.
2,31 Tрасч. >Tкр.

Отсутствует
продукции (товаров, услуг),

9,28 2,45
(слабо

млрд тенге выражена)

Пимечание. Таблица составлена на основе расчета статистических данных по Республике Казахстан.

Значения, полученные в ходе расчетов, характеризуют наличие общей тенденции развития динамики
показателей экономики в целом по Республике Казахстан. Нами ставится задача по выявлению общей тен-
денции роста значений факторов социально-экономического развития на период исследуемого интервала
времени. Данное решение обусловлено тем обстоятельством, что, помимо воздействия определяющих фак-
торов, на значение расчетного показателя также оказывают влияние и другие многочисленные случайные
факторы [5].

При различных методах, реализующих сглаживание временного ряда, с целью нахождения основной
тенденции прежде всего исходят из развития динамики по факту рассматриваемого периода времени.
Чаще всего применяемым методом сглаживания временных рядов выступает метод наименьших квадра-
тов. Используемый на практике математический аппарат данного метода наименьших квадратов очень
подробно описан в научной литературе [5].

Прогнозные модели на основе экстраполяции рядов динамики можно реализовывать в форме опреде-
ленного значения функции

Y ∗t+l = f(yi, l, aj), (3)

где Y ∗t+l — прогнозное значение исследуемого ряда динамики; yi — взятый за базу экстраполяции уровень
ряда; l — упреждающий период; aj — значение параметра уравнения тренда.

Реализация процедуры сглаживания временного ряда на базе метода наименьших квадратов позво-
ляет получить линейную трендовую зависимость следующего вида:

Ŷt = f(t). (4)
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Выполнение экстраполяции можно проводить путем подстановки в полученное уравнение тренда со-
ответствующего значения независимой переменной t, которая будет соответствовать величине периода
намечаемого упреждения. Данная процедура предоставляет возможность получить математически точ-
ное расчетное значение прогноза, т.е. дает оценку прогнозируемого показателя в позиции по уравнению,
которое описывает тенденцию прогнозируемого показателя.

Значение доверительного интервала для экстраполируемого временного ряда рассчитывается по сле-
дующей формуле:

Y ∗t+l ±K∗ · Sy, (5)

t = n, l = 1, 2, . . .L

где Y ∗t+l — значение точечного прогноза на момент времени (t+l); Sy — расчетная средняя квадратическая
ошибка исследуемого тренда; K∗ — табулированное значение множителя.

Табличное значение К* имеет зависимость от числа наблюдений n (общего количества уровней ис-
следуемого ряда) и l (упреждаемого периода). С ростом числа показатель значения К* уменьшается, а в
случае роста l он будет увеличиваться.

Значение стандартной (средне квадратической) ошибки для оценки расчетного прогнозируемого по-
казателя Sy вычисляется по формуле [3, 4]

Sy =

√∑n
t=1(Y − Ŷ )2

n−m
, (6)

где Y — значение уровня по факту; Ŷ — расчитанная по модели оценка исследуемого показателя;
n — количество выборки временного ряда; m — количество параметров в исследуемой зависимости f(t).

Используем предложенный метод с целью прогнозирования основных показателей развития экономи-
ки Республики Казахстан, по которым характеризуется динамика развития экономики страны.

Для проведения вычислений воспользуемся данными временного ряда за 2009–2016 гг., представлен-
ными в таблице 1. В результате проведенных вычислений получаем линейную трендовую зависимость:

Ŷt = 241, 45 · t+ 15720.

Проводимая экстраполяция осуществляется путем подстановки в уравнение тренда значения незави-
симой переменной t, которая соответствует значению периода упреждения.

Т а б л и ц а 3

Расчетные параметры модели

Год T Yt Ŷt Yt − Ŷt (Yt − Ŷt)2

2009 1 15982 15961,667 20,333 413,431
2010 2 16203 16203,119 -0,119 0,014
2011 3 16440 16444,571 -4,571 20,894
2012 4 16673 16686,024 -13,024 169,625
2013 5 16909 16927,476 -18,476 341,363
2014 6 17160 17168,929 -8,929 79,727
2015 7 17417 17410,381 6,619 43,811
2016 8 17670 17651,833 18,167 330,040
Σ 1398,905

Имеем: n = 8, m = 2,

Sy =

√∑n
t=1(Yt − Ŷt)2

n−m
=

√
1398, 905

8− 2
= 15, 269. (7)

Значение K∗ для оценки доверительных интервалов прогноза табулировано.
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Результаты расчета представлены в таблице 4.
Т а б л и ц а 4

Прогноз развития основных показателей экономики
Республики Казахстан на период 2017–2019гг.

Показатель Уравнения модели Годы Прогноз

Численность населения на начало периода
Ŷt = 241, 45 · t+ 15720 2017 17893

(года), тыс. чел.
R2 = 0, 948 2018 18135
Sy = 15,269 2019 18376

Естественный прирост населения, чел.
Ŷt = 9663, 7 · t+ 202135 2017 289108

R2 = 0, 971 2018 198772
Sy = 4385,867 2019 308436

Среднемесячная номинальная заработная
Ŷt = 10334 · t+ 57844 2017 150850

плата одного работника, тенге
R2=0,993 2018 161184

Sy = 2215,778 2019 171518

Валовой внутренний продукт методом про-
Ŷt = 4034, 8 · t+ 14448 2017 50761,2

изводства, млрд тенге
R2=0,982 2018 54796,0

Sy = 1425,723 2019 58830,8

Объем производства промышленной про-
Ŷt = 1059 · t+ 10717 2017 20248

дукции (товаров, услуг), млрд тенге
R2=0,697 2018 21307

Sy = 2289,317 2019 22366

Примечание. Таблица составлена на основе расчета статистических данных по Республике Казахстан.

Модели, на основе которых осуществлялся прогноз, с принятым уровнем вероятности 0,9, другими
словами, с доверительной вероятностью 90 %, позволяют утверждать, что при сохранении сложившихся
закономерностей развития прогнозируемая величина будет достигать расчетного значения.

Резюмируя следует отметить, что модели, полученные с помощью математического аппарата, дают
возможность прогнозировать варианты развития экономических процессов и явлений, с целью изучения
тенденции изменения экономических показателей, т.е. служат базовым инструментом формирования на-
учно обоснованных предсказаний. Результаты прогноза являются исходным материалом для постановки
реальных экономических целей и задач, для выявления и принятия наилучших управленческих решений,
для разработки хозяйственной и финансовой стратегий в будущем.
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Қазақстан Республикасының әлеуметтiк-экономикалық даму
көрсеткiштерiн зерттеуде математикалық аппаратты пайдалану

Экономикалық процестер динамикасының заңдарын зерделеудiң маңызды бағыты дамудың жалпы
әдiсiн зерттеу болып табылады. Мақалада Қазақстан Республикасының әлеуметтiк-экономикалық
дамуының тенденцияларын (үрдiстерiн) қалыптастыратын факторлар қарастырылып, ел экономи-
касының негiзгi факторларын дамыту перспективаларын талдау және болжау бойынша өткiзiлген
зерттеулердiң нәтижелерi келтiрiлген. Экономикалық өсу мен дамудың санаттары олардың тұрақты-
лығы тұрғысынан қарастырылды. Әлеуметтiк-экономикалық дамудың парадигмасын қалыптастыра-
тын болжамды модельдердi құру үшiн негiз бола отырып, макро- және микроэкономикадағы макро-
және микроэкономиканың санаттары арасындағы санаттар арасындағы диалектикалық өзара байла-
ныс атап өтiлдi.

Кiлт сөздер: экономикалық өсiм, болжау, бағалау бағалары, экономикалық даму, статистикалық
деректер, әлеуметтiк-экономикалық факторлар, болжамдық көрсеткiштер, уақытша сериялар.

B.K. Shayakhmetova, Sh.Е. Omarova, V.G. Drozd

Use of the mathematical apparatus in the study of indicators
of socio-economic development of the Republic of Kazakhstan

An important direction in the study of the laws of the dynamics of economic processes is the study of the
general trend of development. The article considers the factors that form the trends (trends) of the social
and economic development of the Republic of Kazakhstan and presents the results of the conducted research
on the analysis and forecasting of the prospects for the development of the main factors of the country’s
economy. The categories of economic growth and development are considered in terms of their stability and
stability. The dialectical interconnection of factors between the categories at the level of society, macro- and
microeconomics is emphasized, thereby forming the basic reference points for the construction of forecast
models forming the paradigm of social and economic development.

Keywords: economic growth, forecasting, estimated value, economic development, development trend, statistical
data, socio-economic factors, forecast indicators, time series.
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О многовесовом анизотропном неравенстве вложения

В статье рассмотрены пространства Соболева, анизотропные по порядкам производных, по показате-
лям суммируемости и по весовым множителям при этих производных. Задачи вложения пространств
функций с теми или иными дифференциальными характеристиками актуальны в связи с их важными
приложениями в теории дифференциальных операторов, в численных прикладных задачах, в иссле-
довании аппроксимативных характеристик интегральных операторов, действующих в пространствах
суммируемых функций. Исследование проведено методом локализации для оценок норм интеграль-
ных операторов в весовых пространствах Лебега. В статье получена многовесовая теорема вложения
анизотропных пространств Соболева общего типа.

Ключевые слова: вложение, анизотропное, многовесовое, многопараметрическое, интегральные опе-
раторы, метод локализации, весовые пространства.

Введение

Пусть G — область в Rn, l = (l1, ..., ln), α = (α1, .., αn) — векторы с целыми координатами li > 0,
αi ≥ 0.

Ниже нами будут использованы обозначения: для x = (xi) = (x1, . . . , xn) ∈ (−∞,+∞)n,
y = (yi) ∈ (0,+∞]n, λ = (λi) ∈ (0,+∞)n, t ∈ (0,+∞) пусть x ≤ y, x < y — запись покоординатного
сравнения,

λx_ = (λixi), (λ, x) =

n∑
1

λixi,
x

y
_ = x : y =

(
xi
yi

)
,

1

y
=

(
1

yi

)
;

|λ| =
n∑
1

λi, t
λ = (tλi), |x|λ_ = max

1≤i≤n
|xi|1/λi , 1 = (1), ∞ = (+∞).

Для x ∈ Rn, множеств E, F ⊂ Rn и λ ∈ (0,+∞)n пусть

x± λE = {y : y = x± λz, z ∈ E}, E ± F = {z : z = x± y, x ∈ E, y ∈ F}.

Пусть Q0 = (−1, 1)n, область G ⊂ Rn,

G
(

1
λ , t
)

= _{x : x = y +
(
t
2

)λ
Q0} ⊂ G,

Gt = _{x : x ∈ G, dist(x, ∂G) > t}.

Пусть далее l ∈ Nn, α ∈ Zn, α ≥ 0.

Q = Qd = Qd(x)
def
= {y ∈ Rn : |yi − xi| < d/2, i = 1, . . . , n} = Q(2d, λ)(x),

при λ = (λ1, ..., λn), λ1 = ... = λn = 1. Положим

τ(x)
def
= min

(
1, sup

d>0
{d : 2Qd(x) ⊂ G}

)
;

Q(x) = 1
2Qτ(x)(x);

и пусть
Inτ =

⋃
x∈G
{Q : Q ⊂ Q(x)}.

86 Вестник Карагандинского университета



О многовесовом анизотропном неравенстве...

Через υ(Q), ρ̃i(Q), |Q| будут обозначаться соответственно ∫
Q
υ1−r′ , ∫

Q
ρ

1−p
′
i

i , ∫
Q
dx. Для мультииндекса

α = (α1, . . . , αn) |α| =
n∑
i=1

αi, для x ∈ Rn

|x| = (

n∑
i=1

x2
i )

1/2;

B(x; r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}.

Через Lpυ(G), будет обозначаться весовое лебегово пространство с нормой [1]

|f ; Lpυ(G)| =
(
∫
G
|f |pυ

)1/p

.

Ниже запись A << B будет означать, что A ≤ cB.
Обозначим через M∗f максимальный оператор относительно дифференциального базиса

B =
⋃
x∈G

Bx, 345 Bx = {Q : Q = Q(τ, λ), x ∈ Q ⊂ Q(x)};

M∗f(x) = sup

Q∈Bx, x∈Q

1

|Q|
∫
Q
|f |.

Рассмотрим случай κ = 1− (α, λ)− |λ| > 0,
Теорема. Пусть 1 < p < q <∞, 1 < pi < q <∞, i = 1, ..., n, κ = 1− (α, λ)− |λ| > 0, а веса ρi, υ и ω

подчиняются относительно некоторой функции τ(x) и c0 ∈ (0, 8−|λ|η5] условиям

A0 = sup

x∈G

τ(x)−(α, λ)−|λ|/p

[
∫

Q(x)

(M∗υ(t))q/p
′
ω(t)dt

]1/q

<∞;

B0 =

∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

υ̃(y)dy

)q/p′
τ(x)−q(α, λ)−|λ|q/pω(x)dx

1/q

<∞;

Ai = sup

x∈G

 ∫
Q(x)

τ(t)q?

(
∫
Q(t)

ρ̃i

)q/p′i
ω(t)dt


1/q

<∞ (i = 1, ..., n);

Bi =

∫
G
τ(x)q?ω(x)

(
∫

G\cλ0Q(x)

ρ̃i(y)dy

)q/p′i
dx


1/q

<∞ (i = 1, ..., n).

Тогда справедлива оценка(
∫
G
|Dαu|qω(x)dx

)1/q

≤ C
∣∣∣u; W l̄

p̄, p(G; ρ̄, υ)
∣∣∣ , u ∈ C∞W.

с точной постоянной

C ≤ c
n∑
j=0

(Ai +Bi),

где c > 0 не зависит G от и весов ρi, υ.
Доказательство. Заметим, что G локально удовлетворяет условию гибкого l− рога относительно

функции ρ(tλ) = (tλ1 , ..., tλn), а именно:

x+ V (λ, x, δ0) = x+
⋃

0<t≤Tx

[ρ(tλ) + tλδλQ0] ⊂ 2λQ(x) ?@8 0 < δ < 1, Tx = τ(x).
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Для λi = 1/li (i = 1, ..., n) представление [2]

f (α)(x) = f
(α)
(T )(x, ρ(Tλ)) + (−1)|α|

T

∫
0
λit
−1−|λ|−(α, λ)+λili×

× ∫
G
Ki

(
y

tλ
,
ρ(tλ)

tλ
, ρ′(tλ)

)
Dli
i f(x+ y)dydt,

перепишется в виде

f (α)(x) = f
(α)
Tx

(x, tλ) + (−1)|α|
n∑
i=1

λi ∫ Dli
i f(y)Ni, δ(x, y − x)dy, (1)

где

Ni, δ(x, y − x) =
Tx
∫
0
t−|λ|−(α, λ)Ki

(
y − x
tλ

, 1, 1

)
χ(t, y)dt,

χ(t, y)− характеристическая функция параллелепипеда δλQ(t, λ)(x).
Для |Ni, δ(x, y)| из [2] имеем оценки

|Ni, δ(x, y)| <<
Tx
∫
0
t−(α, λ)−|λ|H(tδ0 − |y|λ)dt = (2)

= c

{
1
κ

(
|y|λ
δ0

)κ [(
δ0Tx
|y|λ

)
− 1
]
, 5A; 8 κ = 1− |λ| − (α, λ) 6= 0;

ln δ0Tx
|y|λ , 5A; 8 κ = 1− |λ| − (α, λ) = 0;

<<

{
TκxH(δ1Tx − |y|λ), 5A; 8 κ > 0;

δ−κ1 |y|κλH(δ1Tx − |y|λ), 5A; 8 κ < 0;
(3)

|Ni, δ(x, y)| ≤ c ln(δ1Tx|y|−1
λ ), 5A; 8 κ = 0. (4)

Для первого слагаемого, в (1) в силу оценки∣∣∣∣Ω(α)
y (

y − x
tλ

, 1)

∣∣∣∣ ≤ c3χ21/λδQ(t, λ)(x)(y − x).

в [2]
|f (α)
Tx

(x, tλ)| = Tκ−1
x

∣∣∫ f(x+ y)Ω(α)
(
y
tλ
, 1
)
dy
∣∣ <<

<< τ(x)κ−1 ∫
G
|f(y)|χ(t, y − x)dy. (5)

Заметим, что Ω(α)(y) = 0, если |yi| ≥ (1 + δλi1 ) τ(x)λi .
Из представления(1) и оценок (3), (5) следует поточечная оценка

|fα(x)| ≤ c ∫
G
k0(x, y)|f(y)|dy + c

n∑
i=1

λi ∫
G
ki(x, y)|Dli

i f(y)|dy, (6)

где

ki(x, y) =

{
τκ(x)H(δ1τ(x)− |y − x|λ), 5A; 8 κ > 0;
|y − x|κλH(δ1τ(x)− |y − x|λ), 5A; 8 κ < 0;

(7)

k0(x, y) = τκ−1(x)H(δ0τ(x)− |y − x|λ). (8)

В свою очередь оценка (6) приводит к неравенству∥∥∥f (α)
∥∥∥
Lq, ω(G)

≤ ‖K0|f |‖Lq, ω(G) +

n∑
i=1

λi

∥∥∥Ki|Dli
i f |
∥∥∥
Lq, ω(G)

.

Выпишем для операторов

Kif(x) = ∫
G
ki(x, y)f(y)dy (i = 0, 1, ..., n)

условия лемм 1 и 2 в [3; 104], рассматривая K0 как оператор из Lp, υ(G) в Lq, ω(G), а Ki как оператор из
Lpi, ρi(G) в Lq, ω(G). При i = 0
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A0, σ, q, υ, ω(x) = ess sup

y∈Q(x)

(
∫

Q(x)

|k0(t, y)|σψq0(t)ω(t)dt

)1/q

<<

<< ess sup

y∈Q(x)

c(δ)

 ∫
Q(x)

τ(t)−q(α, λ)−q|λ|/p

(
|Q(x)|−1 ∫

Q(t)

υ(y)dy

)1/p′
q

ω(t)dt

1/q

<<

<< τ(x)−(α, λ)−|λ|/p

(
∫

Q(x)

(M∗υ(t))q/p
′
ω(t)dt

)1/q

.

Пусть χδ(y) = χ(x, y). Тогда

Bq0 = ∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

|k0(x, y)|p′ υ̃(y)dy

)q/p′
ω(x)dx <<

<< ∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

(
τ(x)κ−1χδ(x, y)

)p′
υ̃(y)dy

)q/p′
ω(x)dx =

= ∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

υ̃(y)dy

)q/p′
τ(x)(κ−1)qω(x)dx.

Из оценок леммы 1 в [3; 104] следует, что K0 ∈ L(Lp, υ(G), Lq, ω(G)), если

A0 = sup

x∈G

d(x)−(α, λ)−|λ|/p

[
∫

Q(x)

(M∗υ(t))q/p
′
ω(t)dt

]1/q

<∞;

B0 =

∫
G
d(x)(−(α, λ)−|λ|/p)qω(x)

(
∫

G\cλ0Q(x)

υ(y)dy

)q/p′
dx

1/q

<∞.

Пусть ri = (1− σ
q )p

′

i. Тогда для ki(x, y)

ψi(x) =

(
∫

Q(x)

|ki(x, y)|ri ρ̃i(y)dy

)1/p
′
i

<<

(
∫

Q(x)

|τ(x)|κri ρ̃i(y)dy

)1/p
′
i

<<

<< τ(x)

(
1−σq

)
κ

(
∫

Q(x)

ρ̃i(y)dy

)1/p
′
i

;

Ai, σ, q, υ, ω(x) = ess sup

y∈Q(x)

(
∫

Q(x)

|ki(t, y)|σψqi (t)ω(t)dt

)1/q

<<

<< ess sup

y∈Q(x)

 ∫
Q(x)

|τ(t)|κq
(
∫
Q(t)

ρ̃i

)q/p′i
ω(t)dt


1/q

=

=

 ∫
Q(x)

τ(t)q

(
∫
Q(t)

ρ̃i(y)dy

)q/p′i
ω(t)dt


1/q

, (9)
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Bi =

∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

|ki(x, y)|p′ ρ̃i(y)dy

)q/p′i
ω(x)dx


1/q

<<

<<

∫
G

(
∫

G\cλ0Q(x)

|τ(x)|κp
′
ρ̃i(y)dy

)q/p′i
ω(x)dx


1/q

<<

<<

∫
G
τ(x)qκω(x)

(
∫

G\cλ0Q(x)

ρ̃i(y)dy

)q/p′i
dx


1/q

(i = 1, ..., n). (10)

Из оценок (9), (10) следует, что Ki ∈ L(Lpi, ρi(G), Lq, ω(G)), если

Ai = sup

x∈G

 ∫
Q(x)

τ(t)qκ

(
∫
Q(t)

ρ̃i(y)dy

)q/p′i
ω(t)dt


1/q

<∞ (i = 1, ..., n);

Bi =

∫
G
τ(x)qκω(x)

(
∫

G\cλ0Q(x)

ρ̃i(y)dy

)q/p′i
dx


1/q

<∞ (i = 1, ..., n).

Теорема доказана.
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Көпсалмақты анизотропты кеңiстiктердi енгiзу жөнiнде

Мақалада туындысының ретi, қосындылау көрсеткiшi және осы туындылардың салмақты көбейткiш-
терi бойынша анизотропты Соболев кеңiстiгi қарастырылған. Функциялардың кеңiстiгiн енгiзу есеп-
терi өзiнiң дифференциалды сипаттамасымен олардың дифференциалды операторлар теориясында,
қолданбалы сандық есептерде, интегралды операторлардың аппроксимациялық сипаттамасын зерт-
теуде қосындыланатын функциялардың кеңiстiгiне әсер ететiн маңызды қосымшаларына байланысты
өзектi мәселе. Зерттеу салмақты Лебег кеңiстiгiнiң интегралдық операторларының нормаларын баға-
лау үшiн оқшаулау әдiсiмен жүргiзiлдi. Мақалада жалпы типтегi анизотропты Соболев кеңiстiктерi
үшiн көп салмақты енгiзу теоремасы алынды.

Кiлт сөздер: енгiзу, анизотропты, көпсалмақты, көп параметрлi, интегралдық операторлар, оқшаулау
әдiсi, салмақты кеңiстiктер.
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G.Sh. Iskakova, K.S. Shaukenova, M.S. Aldibekova

On a multi-weight inequality for the imbedding
of anisotropic spaces

In this paper we consider Sobolev spaces that are anisotropic in order of derivatives, in terms of summability
and weight factors for these derivatives. The problems of embedding spaces of functions with various
differential characteristics are relevant in connection with their important applications in the theory of
differential operators, in numerical applied problems, in the study of approximate characteristics of integral
operators acting in spaces of summable functions. The study was carried out by the localization method
for estimating the norms of integral operators in weighted Lebesgue spaces. In this paper we obtain a
multi-weight embedding theorem for anisotropic Sobolev spaces of general type.

Keywords: еmbedding, anisotropic, multi-weight, multiparameter, integral operators, localization method,
weighted spaces.
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