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Абсолютная суммируемость рядов Фурье функции из классов
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В статье изучены вопросы абсолютной суммируемости рядов Фурье. Доказано достаточное условие
абсолютной суммируемости тригонометрического ряда Фурье функции из класса Бесова. Получено
обобщение этого достаточного условия для более широкого класса.
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Пусть Lp(1 ≤ p < +∞) обозначает пространство всех 2π- периодических, измеримых по

Лебегу функций f(x), для которых ‖f‖p =

(∫ 2π

0
|f(x)|p dx

) 1
p

< +∞.

Модулем гладкости порядка r > 0 функции f ∈ Lp в метрике соответствующего пространства

называют функцию ωr(f ; t)p = sup
|h|≤t
‖∆r

hf(·)‖p = sup
|h|≤t

(∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
r∑

ν=0

(−1)r−νCνr f(x+ νh)

∣∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

.

Через En(f)p обозначается наилучшее приближение функции f ∈ Lp тригонометрическими
полиномами порядка не выше n в метрике пространства Lp En(f)p = inf

Tn
‖f − Tn‖p.

Пусть 1 ≤ θ < +∞, r > 0. Будем считать, что f(x) принадлежит функциональному классу Бе-

соваBr
p,θ, если сходится ряд

∞∑
n=1

nrθ−1ωθr

(
f ;

1

n

)
p

, при этом ‖f‖Brp,θ = ‖f‖p+

( ∞∑
n=1

nrθ−1ωθr

(
f ;

1

n

)
p

) 1
θ

.

Рассмотрим тригонометрический ряд
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Положим, что A(β)
n = (β+1)(β+2)...(β+n)

n! ; β− действительное; n− натуральное число.
Сумма

σ(β)
n (x) =

n∑
k=1

A
(β)
n−k

(
A(β)
n

)−1
(ak cos kx+ bk sin kx)

называется (C;β) средним ряда (1). Ряд (1) называется |C;β|k - суммируемым, k ≥ 1, в точке
x ∈ [0; 2π), если (см. [1])

∞∑
n=1

∣∣∣σ(β)
n (x)− σ(β)

n−1(x)
∣∣∣k nk−1 < +∞.

Вопросами |C;β|k - суммируемости занимаются многие математики мира. В частности, И.Салаи
в [1] доказала ряд достаточных условий абсолютной суммируемости ряда Фурье функции f ∈ Lp в
терминах наилучшего приближения и модуля гладкости этой функции. Необходимое и достаточ-
ное условие |C;β|λ - суммируемости ряда Фурье функций класса Hω

p рассмотрено в [2]. Вопросы
абсолютной суммируемости кратных тригонометрических рядов Фурье исследованы в [3].

Теперь приведем доказанные нами теоремы.
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Теорема 1. Если числа p, θ, r, β, k удовлетворяют следующим условиям: 1 < p ≤ 2, 1 ≤ θ < +∞,
1 ≤ k ≤ p, k < θ, −1 < β < 1

p′ = 1− 1
p ,

1
p < β + r, то ряд Фурье функции f ∈ Br

p,θ будет |C;β|k=
суммируем почти всюду на [0; 2π).

Доказательство. Пусть f ∈ Br
p,θ. Оценим следующий ряд:

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p.

Отсюда имеем
∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p ≤ C ·

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
ωkr

(
f ;

1

n

)
p

=

= C ·
∞∑
n=1

n(θr−1) k
θ ωkr

(
f ;

1

n

)
p

· nk
(

1
p
−β
)
−1
n−(θr−1) k

θ =

= C ·
∞∑
n=1

n(θr−1) k
θ ωkr

(
f ;

1

n

)
p

n
k
(

1
p

+ 1
θ
−β−r

)
−1
.

Теперь, пользуясь неравенством Гельдера, с показателями q = θ
k > 1, q′ = q

q−1 = θ
θ−k , получим

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p ≤

≤ C ·

( ∞∑
n=1

nθr−1ωθr

(
f ;

1

n

)
p

) k
θ

·

( ∞∑
n=1

n

(
k
(

1
p

+ 1
θ
−β−r

)
−1
)

θ
θ−k

) θ−k
θ

.

Так как f ∈ Br
p,θ и по условию теоремы 1

p < β+ r, то из последнего неравенства получим, что

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p < +∞.

Тогда по теореме 1 работы [2] ряд Фурье функции f ∈ Br
p,θ будет |C;β|λ= суммируем почти

всюду на [0; 2π).
Теорема доказана.
Замечание. Теорема 1 анонсирована в [4].
Если функция α(t) удовлетворяет условию: существует число τ такое, что α(t)tµ ↓ при t ↓ 0,

по крайней мере, для всех µ < τ и α(t)tν ↑ при t ↓ 0, по крайней мере, для всех ν > τ , то эта
функция удовлетворяет γ-условию, σ- условию для σ > τ − 1 и λ- условию для λ < τ − 1.

Через B(p, θ, r, α) обозначим класс функций f ∈ Lp, для которых (см. [5])

∞∑
n=1

α

(
1

n

)
1

n2
ωθr

(
f ;

1

n

)
p

<∞,

при этом

‖f‖B(p,θ,r,α) = ‖f‖p +

{ ∞∑
n=1

α

(
1

n

)
1

n2
ωθr

(
f ;

1

n

)
p

} 1
θ

.

Класс функцийB(p, θ, r, α) шире, чем классBr
p,θ, и при α(t) = t−rθ−1 совпадает с этим классом.
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Теорема 2.Пусть функция α(t) удовлетворяет условию: существует число τ такое, что α(t)·tµ ↓
при t ↓ 0, по крайней мере, для всех µ < τ и α(t)tν ↑ при t ↓ 0, по крайней мере, для всех
ν > τ . Если числа p, θ, r, k, β, µ, τ удовлетворяют следующим условиям: 1 < p ≤ 2, 1 ≤ θ < +∞,
1 ≤ k ≤ p, k < θ, −1 < β < 1

p′ = 1 − 1
p , θ

(
1
p − β

)
< µ < τ < rθ + 1, то ряд Фурье функции

f ∈ B(p, θ, r, α) будет |C;β|k= суммируем почти всюду на [0; 2π).
Доказательство. Пусть f ∈ B(p, θ, r, α). Аналогично доказательству теоремы 1 оценим ряд

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p.

Получим следующие оценки:

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p ≤ C ·

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
ωkr

(
f ;

1

n

)
p

=

= C ·
∞∑
n=1

[
ωkr

(
f ;

1

n

)
p

α
k
θ

(
1

n

)
1

n
2k
θ

] [
n
k
(

1
p
−β
)
−1
n

2k
θ α−

k
θ

(
1

n

)]
.

Отсюда, так как θ
k > 1, применяя неравенство Гельдера, получим

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p ≤

≤ C ·

[ ∞∑
n=1

ωθr

(
f ;

1

n

)
p

α

(
1

n

)
1

n2

] k
θ
[ ∞∑
n=1

(
n
k
(

1
p

+ 2
θ
−β
)
−1
α−

k
θ

(
1

n

)) θ
θ−k
] θ−k

θ

≤

≤ C · ‖f‖kB(p,θ,r,α) ·

 ∞∑
n=1

n
−1+

kθ(1−βp)
p(θ−k)

α
k
θ−k
(

1
n

)
 θ−k

θ

= C · ‖f‖kB(p,θ,r,α) ·

 ∞∑
n=1

n
−1+

kθ(1−βp)
p(θ−k) −

µk
θ−k(

α
(

1
n

)
· 1
nµ

) k
θ−k

 θ−k
θ

.

По условию теоремы существует число τ такое, что α(t) · tµ ↓ при t ↓ 0, по крайней мере, для
всех µ < τ . Поэтому отсюда имеем

∞∑
n=1

n
k
(

1
p
−β
)
−1
Ekn(f)p ≤ C · ‖f‖kB(p,θ,r,α) ·

[ ∞∑
n=1

1

n
1+ pµk−kθ+kβpθ

p(θ−k)

] θ−k
θ

.

Так как по условию теоремы θ
(

1
p − β

)
< µ, то pµk−kθ+kβpθ

p(θ−k) > 0. Значит, последний ряд схо-
дится. Тогда опять же по теореме 1 работы [2] теперь ряд Фурье функции f ∈ B(p, θ, r, α) будет
|C;β|λ= суммируем почти всюду на [0; 2π).

Теорема доказана.
Замечание. При α(t) = t−rθ−1, r > 0, 1 ≤ θ < +∞, из теоремы 2 следует теорема 1.
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С. Бiтiмхан

Бесов кластарында жататын функциялардың
Фурье қатарларының абсолюттi қосындылануы

Мақалада Фурье қатарларының абсолюттi қосындылану сұрақтары зерттелдi. Бесов класында жа-
татын функцияның тригонометриялық Фурье қатарының абсолюттi қосындылануының жеткiлiктi
шарты дәлелденген. Осы жеткiлiктi шарттың бұдан да кеңiрек класс үшiн жалпыламасы алынған.

S. Bitimkhan

Absolute summability of Fourier series of function from Besov’s
classes

In this work it is studied questions of an absolute summability of Fourier series. The sufficient condition
of an absolute summability of a trigonometrical Fourier series of function from Besov’s class is proved.
Generalization of this sufficient condition for wider class is received.
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