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Асимптотика решения сингулярно возмущенной  
интегро-дифференциальной системы с параметрическим усилением 

В статье рассмотрена начальная задача для сингулярно возмущенной интегро-дифференциальной сис-
темы с быстро осциллирующими коэффициентами. Для асимптотического интегрирования исходной 
задачи предлагается некоторая модификация метода регуляризации С.А.Ломова. Сущность модифи-
кации состоит во введении, наряду с дополнительными независимыми переменными, связанными с 
быстро осциллирующими коэффициентами,  переменных, учитывающих существенно особые сингу-
лярности, которые участвуют в решении исходной задачи. Обоснована процедура построения главно-
го члена асимптотики задачи, который при отсутствии интегрального члена совпадает с главным чле-
ном асимптотики решения дифференциальной системы. 

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача, быстро осциллирующий коэффициент, регуляриза-
ция, итерационная задача, главный член асимптотики. 

При исследовании различных вопросов динамической устойчивости, а также свойств сред с пе-
риодической структурой и в других прикладных задачах встречаются дифференциальные уравнения 
с быстро осциллирующими коэффициентами. Известно, что для построения асимптотических реше-
ний дифференциальных систем уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами обычно ис-
пользуют метод расщепления дифференциальных уравнений [1–4] и метод регуляризации [5–7]. 
В настоящей работе рассматривается система интегро-дифференциальных уравнений с быстро ос-
циллирующими коэффициентами. Основная цель исследования заключается в обосновании влияния 
интегрального члена на главный член асимптотики решения исходной задачи. Также следует отме-
тить, что рассматривается случай отсутствия резонанса, т.е. частота быстро осциллирующего коэф-
фициента не связана со спектром предельного оператора. 

Рассмотрим задачу Коши для системы второго порядка 
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заданные матрицы; ( ), ( ), ( ) 0t t t     известные функции; 0   малый параметр. Требуется по-
строить главный член асимптотики решения задачи (1) при 0.   

Введем регуляризирующие переменные 
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где ( , )i t   собственные значения матрицы ( ),A t  и, в соответствии с общей теорией метода регуля-

ризации [7], рассмотрим вместо решения ( , )z t   задачи (1) расширенную функцию ( , , ),z t    где 

0 1 2( , , )      набор дополнительных регуляризирующих переменных, и потребуем, чтобы для рас-

ширенной функции ( , , )z t    выполнялось соотношение ( , ( , ), ) ( , ).z t t z t      

Для расширенной функции ( , , )z t    рассмотрим задачу 
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В задаче (2) пока не произведена регуляризация интегрального члена, поэтому ее еще нельзя 
считать «расширенной» по отношению к исходной задаче (1). Для построения «расширенной» задачи 
займемся регуляризацией интегрального оператора. 

Предположим, что задача (2) имеет решение в виде ряда 

 
0

( , , ) ( , )j
j

j
z t z t




      (3) 

с коэффициентами 0 1 2( , ) ( , , , ),j jz t z t      имеющими вид 
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Регуляризация интегралов 0 2I I  заключается в построении для них формального ряда по сте-

пеням малого параметра .  Для осуществления такой операции применим интегрирование по частям 
к каждому из интегралов 0 2 .I I  

Интеграл 0 ( , ( , ), )I t t    уже регуляризован, т.е. 
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Рассмотрим интеграл 1( , ( , ), ).I t t    Произведем в нем следующие действия: 
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Итак, после однократного интегрирования по частям в 1( , ( , ), )I t t    выделяются внеинтеграль-

ные члены, которые при     имеют вид слагаемых суммы (4), а интегральный член снова является 

интегралом типа 1( , ( , ), ).I t t    Многократное интегрирование по частям приводит к формальному 

ряду 
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Производя такую же операцию и для интеграла 2 ( , ( , ), ),I t t    получим формальный ряд 
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Теперь расширенную задачу (2) можно записать в виде 
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где оператор R сопоставляет каждому формальному ряду (3) с коэффициентами ( , )iz t U   формаль-

ный ряд (4), в котором все ( , )
i

t   заменены на i  ( 1,2i  ). Далее удобно представить оператор R в 
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Подставив теперь ряд (3) в задачу (5) и произведя приравнивание коэффициентов при одинако-
вых степенях   (с учетом формулы регуляризации интегралов), получим следующие итерационные 
задачи: 

 
0

(0) 0
0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( , ( , )) ;

t

t

L z t D z A t z k s z s ds h t z t t z          0( )  

 
 0 0 1 2

(0) (0)
0 1 2

0 1 0

(0) (0)
0 1 0 0 2 0

1 0 0
0 2 0

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, ( , ( , )) 0;

( ) ( )

z k t z t k t z tt
L z e e Bz e e

t i t i t

k t z t k t z t
z t t

i t i t

    
      

  

    
 


 1( )  

Решение задачи 0( )  имеет вид 
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Таким образом, решение (6) определено в следующем виде: 
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Подчиняя (7) начальным условиям 0
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откуда находим 
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Переходим к решению задачи 1( ).  Правая часть задачи 1( )  имеет вид 
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Для разрешимости уравнения (9) необходимо и достаточно, чтобы правая часть была ортогонально 
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С учетом начальных условий (8) однозначно находим 
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Таким образом, решение 0 ( , )z t   задачи 0( )  имеет вид 
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Отметим, что при ( ) 0k t   главный член асимптотики имеет вид 
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, что совпадает с решением примеров в [8, 5; 177]. 
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Б.Т.Қалымбетов, Д.А.Сапаков 

Параметрлік күшейтілген сингуляр ауытқымалы  
интегро-дифференциалдық жүйе шешімінің асимптотикасы 

Мақалада жылдам осцилляцияланушы кoэффициентті сингуляр ауытқымалы интегро-
дифференциалдық жүйе үшін алғашқы есеп қарастырылды. Алғашқы есепті асимптотикалық 
интегралдау үшін С.А.Ломовтың модификацияланған регуляризациялау əдісі ұсынылды. 
Модификацияның маңыздылығы жылдам осцилляцияланушы коэффициенттерге байланысты жəне 
алғашқы есептің шешімінде қатысушы ерекше сингулярлықтарды ескеретін қосымша тəуелсіз 
айнымалыларды енгізуге негізделген. Есеп асимптотиканың бас мүшесін құру прoцедурасына 
негізделген жəне интеграл мүше қатыспағанда дифференциалдық жүйе шешімінің асимптотикасының 
бас мүшесіне сəйкес келуі көрсетілген. 

B.T.Kalimbetov, D.A.Sapakov 

Asymptotics solving singularly perturbed 
integro-differential systems with parametric amplification 

The initial value problem for a singularly perturbed integro-differential systems with rapidly oscillating coef-
ficients. For asymptotic integration of the original problem, a modification of the method proposed regulari-
zation S.A.Lomov. The essence of modification is to introduce along with additional independent variables 
associated with rapidly oscillating coefficients and variables, taking into account the essential singular singu-
larities that are involved in solving of the original problem. Justified procedure for constructing general 
member asymptotic solution of problem, which in absence of an integral member coincides with general 
member asymptotic solution of the differential system. 
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