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Преобразование Фурье и анизотропные пространства Лебега 

В статье изучены интегральные свойства преобразований Фурье ( ) ( ) , 1,txy

Rn
f y f x e dx n


   

монотонных по каждой переменной функции f. В частности, получен многомерный аналог теоремы 
Харди-Литтлвуда о преобразовании Фурье монотонной функции.  
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Введение 

Хорошо известна классическая теорема Харди-Литтлвуда [1] о преобразовании Фурье 
монотонной функции.   

Теорема A. Пусть 1 p    и ( )f x  — невозрастающая, неотрицательная на (0, )  функция, 

такая, что lim ( ) 0.
x

f x


  Пусть 
0

( ) ( )cosf t f x txdx
 

   — косинус-преобразование Фурье  функции f. 

Тогда верно следующее соотношение: 
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Всюду в статье через C будем обозначать положительную константу, которая в различных 
случах может быть разной. Выражение T S  означает, что существует такое C, что верно 

неравенство 
1

.CT S T
C

 

В одномерном случае теорема А имеет множество обобщений. Для весовых пространств Лебега 
обобщения теоремы А были получены в работах [2–6]. Для пространств Лоренца теорему А 
обобщали в работах [3, 7, 8]. 

Основной целью данной статьи является получение многомерного аналога теоремы A. 
Всюду в статье жирными буквами будем обозначать вектора. И все операции над векторами 

будут производиться покоординатно. 

Определение 1. Пусть 1 .p    Анизотропным пространством Лебега  n
pL R  называется 

множество всех измеримых функций f, для которых  
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Определение 2. Будем говорить, что функция 1 2( , ,..., )nf x x x  принадлежит классу ,nE  если  

• f — неотрицательная функция на ;nR
• 1 1 2 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n nf x x x f x x x     для всех 1 2( , ,..., )nx x x x  и 1 2( , ,..., ),n       

где 
{1, 1}, 1,2,..., ;i i n   

• 1 2( , ,..., )nf x x x  не возрастает по каждой переменной на ,R  т.е. 

   1 2
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,i i n i i nf x x x x f x x x x 

для 2 10 ,1 ;i ix x i n      

• 1 2( , ,..., ) 0nf x x x   при 1 2 ... .nx x x      
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Основным результатом статьи является следующая теорема.   

Теорема 1. Пусть 1 и .np f E     Тогда ( ),
p

p
L

f J f


  

где  
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Замечание 1. Для удобства мы докажем теорему 1 для случая 2.n   В общем случае 
рассуждения аналогичны. Отметим также, что для функций  из  верно равенство  

, 4 , 4  
∞

 
∞

, cos cos 	 	 . 

Вспомогательные утверждения 

Следующие неравенства Харди [9] и Минковского [10] будут часто использоваться. 
Лемма 1 (Харди).  Пусть  – неотрицательная измеримая функция на 0,∞ , и пусть 1 ∞, 

′
. Тогда  

  
∞

  
∞

. (1) 

Лемма 2 (Минковский). Пусть 1 ∞ и ,  — измеримая функция на , , . 
Тогда верно неравенство  

   | , |   | , | . (2) 

Замечание 2. Заметим, что при 0 1 неравенство (1) верно для монотонных функций. Более 
того, это неравенство верно для квазимонотонных функций (см.[11]).   

Также будем использовать следующую лемму [11].   
Лемма 3. Пусть  — неотрицательная, невозрастающая функция на 0,∞ , и пусть 0, 

0 1. Тогда выполняется следующее неравенство: 

   . (3) 

Лемма 1. Пусть ∈ . Тогда для всех , ∈  справедливо неравенство  

 , 36  | |  | | , 	 	 . (4) 

Доказательство. Из условия 2) определения 2 класса  следует, что достаточно доказать 
неравенство (4) для y 0. Пусть y , , 0, 1,2. Тогда имеем  

, 4  
∞

 
∞

, cos cos 	 	

4   , cos cos 	 	

4  
∞

 , cos cos 	 	

4   
∞

, cos cos 	 	

4  
∞

 
∞

, cos cos 	 	
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По второй теореме о среднем по второй переменной в  получим  

4   
∞

, cos 	 cos 	

4  ,
1

 cos 	 cos 	

4  ,
1 sin sin1

cos 	 .

 

Значит,  

| |
8

 ,
1

8   , 	 	 . 

Аналогичным путем получим  

| | 8   , 	 	 . 

Применяя дважды теорему о среднем для , получим  

4  
∞ 1

,  cos 	 cos 	

4  
∞ 1

,
sin sin1

cos 	

4
1
,
1 sin sin1 sin sin1

.

 

Следовательно,  

| |
16 1

,
1

16   , 	 	 . 

Таким образом, мы имеем  
| , | | | | | | | | |

36   , 	 	 .
 

Доказательство теоремы 1. Сначала покажем оценку сверху для . Из леммы 4 получим  

 
∞

 
∞

  , 	 	 = 

 
∞

 
∞

 , 	 , 

где  

, 	 , 	 . 

Сделаем замену   и применим неравенство Харди (1) во внутреннем интеграле.  
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	 	 	 , = 

	 	 	 , 	 ≤ 

	 	 , = 

		 	 	 	 , 	 . 

Пусть 1. Тогда из неравенства Минковского (2) вытекает  

	 	 	 , 	

	 	 	 ,

 

	 	 	 , 

где 

	 , . 

Снова, производя замену  на  и используя неравенство Минковского, получим 

	 	 ≤ 

	 = 

	 	 , . 
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Пусть теперь 0 1. Тогда из неравенства (3) следует  

	 	 	 , ≤ 

	 	 	 	 , = 

	 	 	 	 , 	 	 . 

Заменим  на : 

																				 	 	 	 , 	 	 = 

	 	 	 , 

где  

	 , 	  

— квазимонотонная функция (так как функция  не возрастает). Из неравенства Харди 
следует 

	
1

	

	

	 	 ,

.

 

Установим теперь оценку снизу для . Пусть , 0, тогда 

  : 	 	 	 	 , 	 	 	 	 = 

	 	 	 	 	 	 , cos cos 	 	 	 = 

	 	 	 	 , 	 	cos cos 	 	 	 = 

																												 	 	 	 	
,

sin sin 	 	 	 	 = 

																												 	 	
,

	 	sin sin 	 	 	 	 = 

																												 2 	 	
,

sin
2

sin
2

	 	 0. 
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Значит, 

 

, 	 	 	 	 , 	 	 	

	 	 	 	 , 	 	 	 	

2 	 	
,

sin sin 	 	

	 	
,

	 	
,

.

 (5) 

Обозначим , 	 	 , 	 . Тогда из (5) следует  

	 	 , ≤ 

	 	 	 	 , 	 = 

	 	 	 	 , 	 . 

Заменим  на z и применим неравенство Харди: 

											
											

	 	 	 	 , ≤ 

	 	 	 , 	 = 

	 	 	 , . 

Применяя неравенство Минковского, получим  

	 	 	 ,

												

= 

													 	 	 	 , . 

Из неравенства Харди получим 

	 	 ,  

	 	 	 	 , 	 . 
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Применяя дважды неравенство Харди и неравенство Минковского к последнему выражению, 
получим требуемую оценку.  
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А.Б.Мұқанов  

Фурье түрлендіруі жəне анизотропты Лебег кеңістіктері 

Мақалада əр айнымалы бойынша монотонды f функциялардың ( ) ( ) , 1txy

Rn
f y f x e dx n


   Фурье 

түрлендірулерінің интегралдық қасиеттері зерттелді. Соның ішінде монотонды функцияның Фурье 
түрлендіруі бойынша Харди жəне Литтлвудтың теоремасының көпөлшемді аналогы алынды. 

A.B.Mukanov  

Fourier transform and anisotropic Lebesgue spaces

In this paper we study integral properties of  the Fourier transforms ( ) ( ) , 1txy

Rn
f y f x e dx n


   of monotone 

in each variable functions f. In particular, we get a multidimensional analogue of Hardy-Littlewood theorem 
on Fourier tarnsform of monotone function. 
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