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Первая краевая задача для уравнения теплопроводности  
с нагрузкой дробного порядка. II 

В статье рассмотрена первая краевая задача для нагруженного уравнения теплопроводности в четвер-
ти плоскости. Нагруженное слагаемое — след производной дробного порядка на многообразии .x t  
Решение задачи сводится к исследованию особого интегрального уравнения Вольтерра второго рода с 
несжимаемым ядром. Решение характеристического уравнения методом регуляризации показало, что 

особое интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при 1 1.2     Доказана теорема о

существовании нетривиального решения однородной краевой задачи в неограниченной области.  

Ключевые слова: нагруженное уравнение, дробная производная, особое интегральное уравнение Воль-
терра, нетривиальное решение. 

Краевые задачи для нагруженного уравнения теплопроводности исследовались многими автора-

ми [1–10]. Данная работа является продолжением работы [11]. В случае 
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2
   характеристическим 

уравнением для полного интегрального уравнения (10) будет  
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Данное интегральное уравнение возникает, например, при решении различных краевых задач 
для вырождающихся дифференциальных уравнений, когда часть границы области задания уравнения 
освобождена от граничных условий [12]. В [13] исследован вопрос о спектре и разрешимости уравне-
ния (11) при условиях C  и (0, ).t R    Для соответствующего однородного уравнения  

0
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справедлива  
Теорема 2 [13]. Для ,  при Re 0,   однородное интегральное уравнение (12) (наряду с триви-

альным) имеет нетривиальное  решение вида  
*

( ) ,t C t     

при этом  *( )   определяется из трансцендентного уравнения 
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где  
1ˆRe 1, ( ) , 1 ;
2

k B
        
 

( , )B p q — бета-функция. Если же Re 0,   то однородное уравнение 

(12) имеет только тривиальное решение.  
Теперь найдем частное решение неоднородного интегрального уравнения (11). Введем обозна-

чение  
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( ) .
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(13)

Это величина, обратная логарифмической производной функции  ( ).k   Если  Re 0,   то част-
ное решение уравнения (11) можно записать в виде  
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Если же  Re 0,   то решение  уравнения (12) будет иметь вид  
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где 0 0 0
1 2 , 1,2,...,k k ki k      — нули функции ˆ( ) 1 ( ),A k


   


 расположенные в полуплоскости 

Re 1.    
Значит, справедлива 

Теорема 3. [13]. Для любой функции 1( ) ( ( ) (0, ))tg t e g t L     неоднородное интегральное 

уравнение (12) имеет решение  1( ) ( ( ) (0, ))tt e t L      
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       если  Re 0.   

Теперь уравнение (10) перепишем в виде  
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Как отмечено выше, 30 2
0

lim ( , ) 0.
t

t
k t d


    

В силу того, что ядро 3
2
( , )k t   является регулярным (имеет слабую особенность), то, используя 

теорию возмущений линейных операторов, получим следующее утверждение.  

Теорема 4. Для интегрального уравнения (10) в пространстве (3)  3
2

dim ker( ) 0,K   если 

Re 0,   если Re 0,   то  3
2

dim ker( ) 1.K   

Таким образом, для задачи (1)–(2) будет справедлива  
Теорема 5. Краевая задача (1)–(2) при Re 0   является нетеревой с индексом 1. Если же 

Re 0,   то задача (1)–(2) имеет единственное решение в (3). 

Перейдем теперь к случаю 
1

1.
2
    Характеристическим интегральным уравнением, 

соответствующим уравнению (6), будет следующее уравнение: 
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Замечание 1. Оставшаяся часть ядра 1 ( , ),K t   которую обозначим  
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будет иметь слабую особенность при 0 .t      
Используя оператор дробного интегрирования, уравнение (14) можно записать в виде  
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или же  
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Если к обеим частям уравнения (16) применим оператор 
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 то с учетом соотношения (17) получим  
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Преобразуем правую часть равенства (18): 
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Значит, окончательно, равенство (18) примет вид  
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гипергеометрический ряд, который является аналитической функцией и абсолютно сходится для всех 
0 .t    

Для [0, ]t  при 
1

1
2
    данная гипергеометрическая функция монотонно убывает и справед-

ливы оценки 
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К интегралу в равенстве (19) применим обобщенную теорему о среднем, тогда  
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или же имеем  

 
2

1
2

12
20

(1 ) ( )
( ) ,

( , )

tГ
t t d

b





  
   

   
  (20) 

где  2 1

1
( , ) 1 , ;1;1 ; 0 1.

2
b F

          
 

2 1

1
( , ) 1 , ;1;1 ; 0 1, .

2
b F const

            
    

Дифференцируя обе части равенства (20), получим следующее дифференциальное уравнение: 
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решением которого будет  
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Найдем частное решение неоднородного уравнения (14), которое представим в  следующем виде: 
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Применим оператор 
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 к соотношению (22) и с учетом последнего равенства получим  
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Повторяя выкладки, проведенные для соответствующего однородного уравнения, будем иметь  
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Дифференцируя обе части этого равенства по переменной ,t  сведем его к следующему дифференци-
альному уравнению относительно искомой функции ( ) :t  
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Значит, частное решение уравнения (23) будет иметь вид  
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Таким образом, справедливо следующее  
Утверждение.  Если для функции ( )g t  выполнено условие  
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где ( )g t  определяется соотношением (25), то сингулярное интегральное уравнение (14) имеет общее 
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где функция  ( )g t  принадлежит классу (26) и определяется из соотношения (25).  
Для полного интегрального уравнения (6), в силу замечания 1, будет справедлива  

Теорема 5. При 
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1, ,
2

C     для сингулярного интегрального уравнения типа Вольтерра 

(6) в классе функций  
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где (0, )M   — класс ограниченных на (0, )  функций  

1dim ( ) 1.Ker K    

Таким образом, окончательно, для задачи (1)–(2) в случае 
1

1
2
     справедлива  

Теорема 6. Краевая задача (1)–(2) при 
1

1, ,
2

C     в классе (3) является нетеревой 

с индексом, равным 1.  
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С.А.Ысқақов, М.Ы.Рамазанов, И.А.Иванов  

Бөлшекті жүктелген жылуөткізгіштік теңдеуі үшін бірінші шеттік есеп. II 

Мақалада жазықтың ширегінде жүктелген жылуөткізгіштік теңдеуі үшін бірінші шеттік есеп 
қарастырылған. Мұндағы жүктелген қосылғыш x t  сызығында — бөлшек ретті туындының ізі. 
Есептің шешімі сығылмайтын өзекті екінші текті Вольтерра ерекше интегралдық теңдеуін зерттеуге 
келтірілді. Сипаттамалық теңдеуінің шешімімен регуляризациялау əдісін пайдаланып, Вольтерра 

ерекше интегралдық теңдеуінің  1 12     болғанда бос емес спектрі бар екені көрсетілген. 

Шектелмеген облыста біртекті шеттік есептің тривиалды емес шешімінің бар екені туралы теорема 
дəлелденді. 

 

S.A.Iskakov, M.I.Ramazanov, I.A.Ivanov  

The first boundary problem for heat conduction equation  
with a load of fractional order. II 

In this paper we consider the first boundary value problem for a loaded heat conduction equation in a quarter 
plane. A loaded summand is the trace of the derivative of fractional order on the manifold .x t  Solving of 
the problem is reduced to the study of singular Volterra integral equation of the second kind with incompress-
ible kernel. Using the regularization method by solution of the characteristic equation it is shown that the sin-

gular Volterra integral equation have the non-empty spectrum a 1 1.2     Theorem on the existence of a 

nontrivial solution of the homogeneous boundary value problem in an unbounded domain is proved.  
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