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Алгоритм численного решения многомерной обратной
задачи электродинамики

В статье рассмотрена обратная коэффициентная задача для многомерного уравнения электроди-
намики в линейном приближении. Для решения коэффициентной обратной задачи по определению
проводимости среды, зависящей от двух переменных, использован оптимизационный метод. Получена
формула для вычисления градиента функционала. Сформулированы соответствующие сопряженные
задачи.
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1 Линейное приближение обратной задачи

Распространение электромагнитных волн описывается системой уравнений Максвелла [1]{
ε∂
−→
E
∂t − rot

−→
H + σ

−→
E +

−→
j cm = 0, x3 6= 0, x ∈ <;

µ∂
−→
H
∂t + rot

−→
E = 0, t > 0.

(1)

Здесь
−→
E = (E1, E2, E3)T ,

−→
H = (H1, H2, H3)T — векторы напряженности электрического и магнит-

ного полей; ε,µ — диэлектрическая и магнитная проницаемости среды; σ — проводимость среды;−→
j cm — плотность сторонних токов.

Зададим начальные условия

(
−→
E ,
−→
H )
∣∣∣
t<0

= 0;
−→
j cm

∣∣∣
t<0

= 0. (2)

Тангенционные компоненты векторов
−→
E ,
−→
H удовлетворяют условиям непрерывности

(Ej |x3=−0 = Ej |x3=+0 ; Hj |x3=−0 = Hj |x3=+0 , j = 1, 2. (3)

Для определения коэффициента σ(x1, x2) зададим дополнительную информацию (отклик среды)

Ej |x3=0 = χj(x1, x2, t); Hj |x3=0 = ηj(x1, x2, t); j = 1, 2. (4)

Пусть коэффициент проводимости среды представим в виде

σ(x1, x2) = σ0(x3) + σ1(x1, x3). (5)

Предположим, что коэффициенты σ1(x1, x3) малы относительно коэффициента σ0(x3), тогда возмож-
но использовать метод линеаризации [2].

Представим векторы электрической и магнитной напряженностей в виде
−→
E = E0 + E1,

−→
H = H0 +H1, (6)

где (E0, H0) — решение задачи (7). Здесь и в дальнейшем считаем, что
−→
E 0 = E0;

−→
H 0 = H0;

−→
E 1 = E1;

−→
H 1 = H1;

−→
j cm = jcm; тогда  ε0

∂
∂tE

0 − rotH0 + σ0E
0 + jcm = 0;

µ ∂
∂tH

0 + rotE0 = 0;
(E0, H0)|t<0 = 0.

(7)
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Пренебрегая величиной σ1E
1, получим для (E1, H1), следующую задачу: ε ∂∂tE

1 − rotH1 + σ0E
1 = −σ1E

0;
µ ∂
∂tH

1 + rotE1 = 0;
(E1, H1)|t<0 = 0.

(8)

На плоскости x3 = 0 тангенциальные компоненты векторов (E0, H0), (E1, H1) удовлетворяют усло-
виям

[E0
j ]x3=0 = [H0

j ]x3=0 = 0; [E1
j ]x3=0 = [H1

j ]x3=0 = 0. (9)

Дополнительная информация (4) примет вид(
E1
)
j

∣∣∣
x3=0

= χ1
j (x, t);

(
H1
)
j|x3=0

= η1
j (x, t), j = 1, 2, x= (x1,x2). (10)

Здесь
χ1
j = χj − E0

j

∣∣
x3=0

, η1
j = ηj − H0

j

∣∣
x3=0

, j = 1, 2. (11)

Пусть функции σ0(x3), σ1(x1, x3) удовлетворяют условиям:
1. σ0 ∈ C2(<).

2. Существуют M1,M2,M3 ∈ < такие, что при всех x3 ∈ < имеет место неравенства

0 < M1 ≤ σ0(x3) ≤M2, ‖σ0‖C2(<) ≤M3.

3. Функция σ1(x1, x3) отлична от нуля в области (x1, x3) ∈ (0, h)×K(D1),

K(D1) = {x1 ∈ <; |xj | < D1, j = 1, 3} ,

где h, D1 ∈ <T — фиксированные числа.
4. σ1(x1x3)∈ C2((0, h) ∗K(D1)), α = ‖σ1‖C2((0, h) ∗K(D1)) ≤M1.
На основании этих условий и предположения (5) минимальное время, за которое возмущение достигнет

глубины h при всех x1 ∈ < и вернется на поверхность x3 = 0, равно Th = 2h/(M1 − α).
В силу этого имеет место следующее граничное условие:

E0
j

∣∣
x1=±D1

= 0. (12)

В связи с тем, что коэффициент σ0(x3) зависит от одной переменной x3, достаточно задать одну
горизонтальную компоненту

E0
2

∣∣
x3=0

= f(1)(x1, t). (13)

Выпишем условие для компоненты H0
1. Для этого, полагая условия (13) как граничные условия в

области x3 < 0, где σ = 0, а ε = 1, µ = 1, и решив систему (7), определим вектор H0, тем самым будет
известно условие

H0
∣∣
x3=0

= f(2)(x1, t). (14)

Таким образом, общий алгоритм решения обратной задачи в линейном приближении состоит из сле-
дующих шагов:

1. В плоскости x3 < 0 (в воздухе), в котором известны σ = 0, ε = 1, µ = 1, решив задачу (1), находим
(E,H). Используем при этом дополнительную информацию (10), (13), (14) применяются как граничные
условия.

2. Далее вычисляем граничные условия
H1|x3=0 = f2(x1, t);

(H1) j|x3=0
= η1

j (x̄, t);

(H0
j )|x3=0 , j = 1, 2.

j = 1, 2; (15)

3. В плоскости x3 ≥ 0 решаем обратную задачу об определении σ0(x3), Полагаем, что E(x3) в x3 ≥ 0
известны, а µ = 1.
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Зададим граничное условие (
1

µ

∂E2

∂x3

)∣∣∣∣
x3=0

=
∂

∂ t
f2(x1, t). (16)

4. Определяем правую часть системы (8), т.е. вычислим σ1E
0.

5. Определяем дополнительную информацию (10).
6. Используем метод наискорейшего спуска для определения коэффициента σ1(x1, x3) как решение

системы (8).

2 Алгоритм решения обратной задачи об определении σ1(x1, x3)

Пусть p(x) — приближенное решение обратной задачи, где обозначено −→x = (x1, x3).
Введем функционал

J(p(x)) =
∫ T

0

(∑2
j=1

[
E1
j (x, 0, t; p)− χ1

j
(x, t)

]2
d t

)
+

+
∫ T

0

(∑2
j=1

[
H1
j (x, 0, t, p)− η1

j
(x, t)

]2
d t

)
.

(17)

Формулу для вычисления градиента функционала (17) получим по аналогии с изложенной в [3]:

J(p) =

∫ T

0

∫ D2

−D2

(E0)ϕ(x, x2, t)dx2dt, (18)

где φ, ψ — решения соответствующих задач.
Покажем это, зададим приращение p(x) + δp(x), тогда δ E1 = E1(x,x3, t; p + δp) − E1(x,x3, t; p);

δH1 = H1(x,x3, t; p + δp) −H1(x,x3, t; p). Пренебрегая членом второго порядка, получим следующую си-
стему: {

ε ∂∂tδE
1 − rotδH1 + σ0δE

1 = −pσE0 − E0σp,;
µ ∂
∂tδH

1 + rotδE1 = 0.
(19)

Обе части системы (19) умножим скалярно на вектор ψ = (ψ1, ψ2, ψ3).
〈
µ ∂
∂ tδH1, ψ

〉
+
〈
rot δ E1, ψ

〉
= 0.

Распишем покомпонентно вторую подсистему системы (19):
µ ∂
∂ tδH

1
1 ψ1 +

(
∂
∂ x2

δE1
3 − ∂

∂ x3
δE1

2

)
ψ1 = 0;

µ ∂
∂ tδH

1
2 ψ2 +

(
∂
∂ x1

δE1
3 − ∂

∂ x3
δE1

1

)
ψ2 = 0;

µ ∂
∂ tδH

1
3 ψ3 +

(
∂
∂ x1

δE1
2 − ∂

∂ x2
δE1

1

)
ψ3 = 0.

(20)

Распишем покомпонентно первую подсистему системы (19):
ε ∂∂tδE

1
1ψ1 − ( ∂

∂x2
δH1

3 − ∂
∂x3

δH1
2 )ψ1 + σ0δE

1
1ψ1 = −pδE0

1ψ1 − δpE0
1ψ1;

ε ∂∂tδE
1
2ψ2 − ( ∂

∂x1
δH1

3 − ∂
∂x3

δH1
1 )ψ2 + σ0δE

1
2ψ2 = −pδE0

2ψ2 − δpE0
2ψ2;

ε ∂∂tδE
1
3ψ3 − ( ∂

∂x1
δH1

2 − ∂
∂x2

δH1
1 )ψ3 + σ0δE

1
3ψ3 = −pδE0

3ψ3 − δpE0
3ψ3.

(21)

Проинтегрируем обе части каждого уравнения системы (20) в области t ∈ (0, Th), x ∈ ΓD, отсюда
имеем

J (1) =

∫ T

0

∫
x∈D

[
µ

(
∂

∂ t
δH1

1

)
ψ1 +

(
∂

∂ x2
δE1

3 −
∂

∂ x3
δE1

2

)
ψ1

]
dxd t =

=

∫
x∈D

[
µ δH1

1ψ1

∣∣T
0
−
∫ T

0

δH1
1

∂

∂, t
ψ1d t

]
dx+

+

∫ T

0

[∫ D1

−D1

∫ D3

−D3

∫ D2

−D2

∂

∂x2
δE1

3ψ1d x2d x3d x1 −
∫ D1

−D1

∫ D3

−D3

∫ D2

−D2

∂

∂ x3
δE1

2ψ1d x3d x2d x1

]
d t = (22)
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= J1 +

∫ T

0

[∫ D1

−D1

∫ D3

−D3

{
δE1

3ψ1

∣∣D2

−D2
−
∫ D2

−D2

δE1
3

∂

∂x2
ψ1d x2

}
d x3d x1

]
d t−

−
∫ T

0

[∫ D1

−D1

∫ D2

−D2

{
δE1

2ψ1

∣∣D3

−D3
−
∫ D3

−D3

δE1
2

∂

∂x3
ψ1d x3

}
d x2d x1

]
d t.

Обозначим первый интеграл через J1. Предположим, что

ψ1(x1, x2, x3, T ) = 0; (23)

ψ1(x1, x2, x3, t)|x2=±D2
= 0;

ψ1(x1, x2, x3, t)|x3=±D3
= 0. (24)

Граничное и начальное условия для системы (19) имеют вид

δ E1
∣∣
x=ΓD

= 0; (25)

(δE1, δH1)|t=0
= 0. (26)

Где ГD — граница области D = D±1 × D±2 × D±3. Далее, с учетом условий (25), (26) и принятых
условий (23), (26), в соотношении (22), для J1 останутся

J1 =

∫ T

0

∫
x∈D

[
−δH1

1

(
µ
∂

∂ t
ψ1

)
− δE1

3

(
∂

∂ x2
ψ1

)
+ δE1

2

(
∂

∂ x3
ψ1

)]
d xd t = 0. (27)

Проинтегрировав по частям второе и третье уравнения системы (20) с условиями (25), (26) и предпо-
лагая, что

ψj(x1, x2, x3, T ) = 0, j = 2, 3;

ψj(x1, x2, x3, t)|xk=±Dk = 0, j = 2, 3; k = 1, 2, 3; (28)

имеем

J2 =

∫ T

0

∫
x∈D

[
−δH1

2

(
µ
∂

∂ t
ψ2

)
+ δE1

3

(
∂

∂ x1
ψ2

)
− δE1

1

(
∂

∂ x3
ψ2

)]
d xd t = 0; (29)

J3 =

∫ T

0

∫
x∈D

−δH1
3

µ ∂

∂ t
ψ 3

− δE1
2

(
∂

∂ x1
ψ3

)
+ δE1

1

(
∂

∂ x2
ψ3

) d xd t = 0. (30)

Из соотношений (27), (29), (30) имеем

−δH1
1

(
µ
∂

∂ t
ψ1

)
− δH1

2

(
µ
∂

∂ t
ψ2

)
− δH1

3

(
µ
∂

∂ t
ψ2

)
+

+δE1
3

[
∂

∂ x1
ψ2 −

∂

∂ x2
ψ1

]
− δE1

2

[
− ∂

∂ x3
ψ1 +

∂

∂ x1
ψ3

]
+ δE1

1

[
∂

∂ x2
ψ3 −

∂

∂ x3
ψ2

]
= 0. (31)

Из (31) вытекает, что

−
〈
δH1, µ

∂

∂ t
ψ

〉
+
〈
δE1, rotψ

〉
= 0; (32)

µ
∂

∂µ
ψ + rotψ = 0. (33)

По аналогии проведем аналогичные выкладки с первым уравнением системы (22), т.е. рассмотрим
соотношение 〈

ε
∂

∂t
δE1, ψ

〉
−
〈
rot δH1, ψ

〉
+
〈
σ0δE

1, ψ
〉

= −
〈
pE0, ψ

〉
−
〈
δpE0, ψ

〉
, (34)

где ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) .
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Как и в предыдущем случае, получим

−
〈
δE1, ε

∂

∂t
ψ

〉
−
〈
δ0H

1, rotψ
〉

+
〈
δ0E

1, σψ
〉

= −
〈
E1, pψ

〉
−
〈
δpE0, ψ

〉
. (35)

Объединив равенства (32), (35), окончательно получим постановки сопряженных задач{
−µ ∂

∂tψ + rotϕ = p ∂∂tϕ;
−ε ∂∂tϕ− rotϕ+ σ0ϕ = −σ1E

0;
(36)

ψj(x1, x2, x3, T ) = 0, j = 2, 3;
ψj(x1, x2, x3, t)|xk=±Dk = 0, j = 2, 3; k = 1, 2, 3;

φj(x1, x2, x3, T ) = 0, j = 2, 3;
φj(x1, x2, x3, t)|xk=±Dk = 0, j = 2, 3; k = 1, 2, 3;

(37)

(ψj)x3|x3=0 = 2

2∑
j=1

[
H1
j (x, 0, t, p)− ηj1 (x, t)

]
;

(φj)x3|x3=0 = 2

2∑
j=1

[
E1
j (x, 0, t, p)− χj1 (x, t)

]
. (38)

Таким образом, мы получили алгоритм решения обратной задачи об определении σ1(x1, x3). Алгоритм
определения диэлектрической проницаемости оптимизационным методом для задачи (1) в линеаризован-
ной постановке изложен в работе [4].

Работа поддержана грантом МОН РК по договору № 266 от 09.03.2017 г.
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Қ.Т. Искаков, А.Т. Кусаинова, З.Т. Хасенова

Электрдинамиканың көпөлшемдi керi есебiн
сандық шешу алгоритмi

Мақалада сызықтық жуықтаудағы электрдинамиканың көпөлшемдi теңдеу үшiн керi коэффициент-
тiк есеп қарастырылды. Екi айнымалыға тәуелдi орта өткiзгiштiгiн анықтау бойынша керi коэффици-
енттiк есептi шешу үшiн оңтайландыру әдiсi қолданылды. Функционал градиентiн есептеуге формула
алынды. Сәйкесiнше түйiндес есептер тұжырымдалды.

Кiлт сөздер: керi есептер, электрдинамика теңдеуi, түйiндес есептер, тиiмдi әдic, орта өткiзгiштiгi,
диэлектрлiк өтiмдiлiк, магниттiк өтiмдiлiк, Максвелл теңдеуi, линеаризациялау.
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K.T. Iskakov, A.T. Kussainova, Z.T. Khassenova

Algorithm of the numerical solution of the multidimensional inverse
problem of electrodynamics

In this article, we consider the inverse coefficient problem for the multidimensional equation of electro-
dynamics in the linear approximation. To solve the coefficient inverse problem for determining the conduc-
tivity of a medium that depends on two variables, an optimization method is used. A formula is obtained
for calculating the gradient of the functional. The corresponding conjugate problems are formulated.

Keywords: Inverse problem, electrodynamic equation, conjugate problem, optimization method, medium
conductivity, dielectric constant, magnetic permeability, Maxwell equation, linearization.
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